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基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

摘要

手写数学公式识别为数学公式的电子化提供了一条自然的途径，进而可为
数学公式检索和其它基于数学公式的应用创造条件。由于数学公式具有紧凑的
二维结构，识别它们对机器而言是一个有挑战性的任务，对于手写体尤其如此。
手写体识别传统上被分为联机识别和脱机识别，前者识别动态的笔迹而后者识
别静态的图片。与联机识别相比，由于缺乏动态信息和存在背景噪声，脱机识别
的准确度通常较低，同时往往占用更多资源。于是，把脱机识别问题转化为联机
识别问题是一个有吸引力的想法。本文的目的就是探讨基于笔划提取的脱机手
写数学公式识别的可行性和实用性。

首先，本文表明了通过把一个不完全准确的笔划提取器与现有的联机手写
数学公式识别系统相结合，可以得到颇为准确的脱机手写数学公式识别系统。为
了自动地从位图提取笔划，本文提出了一个过切分算法：首先把黑白图像的骨架
分解为一些线段和端点，然后通过自底而上的聚类把线段合并成笔划，最后用递
归投影切分和拓扑排序确定笔顺。结合一个现成的联机手写数学公式识别系统，
本方法分别正确地识别了联机手写数学公式识别竞赛（CROHME）2014、2016
和 2019数据集中 58.22%、65.65%和 65.22%的脱机手写数学公式，由此获得了
2019 年脱机识别任务的季军。这说明了本文方法可用于构造准确性有竞争力的
脱机手写数学公式识别系统。为了克服笔划提取器单点故障问题，本文还建议
用提取出的笔划代替原始笔划去重新训练所基于的联机手写数学公式识别系统。
实验结果表明了利用这方法可以构造一个准确度与之相若的脱机手写数学公式
识别系统。这不仅指出了分别开发联机和脱机两套识别系统所需的重复工作可
能并不值得，而且说明了联机识别与脱机识别这两个问题间的难度差距没有人
们过往想像中大。更进一步，通过在混合数据上进行训练，可以使一个模型同时
适用于书写笔划和提取出的笔划。

其次，本文表明了基于笔划提取的脱机手写数学公式识别系统具有低资源
占用的优势。注意到图像预处理阶段容易成为性能瓶颈，本文为一大类局部自
适应二值化算法提供了内存高效的快速实现。与基于积分图像的标准实现相比，
本文提出的实现在大幅降低内存占用的同时略为提高了速度。特别地，本文给
出了 Bernsen 方法和 Niblack 型方法如 Sauvola 方法的新串行实现，它们的时
间复杂度与输入图像的大小成正比且与窗口大小无关，而辅助空间关于输入图
像大小次线性。实验结果表明了，基于笔划提取的脱机手写识别系统的性能明
显优于原生的脱机手写识别系统，而且速度与所基于的联机手写识别系统相近。
值得注意的是，整个脱机识别流程可以在内存受限的手机上完成。

最后，本文讨论了如何在应用中利用不总是准确的数学公式识别结果，这对
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于手写数学公式识别技术的实用化而言是至关重要的。虽然不能期望手写数学
公式识别完全准确，但识别结果与正确结果间往往有一些相似性。针对要求高准
确性的场合，例如作为计算机代数系统的输入时，本文提出了一个高可用性的公
式编辑器设计，它充分地利用了手写识别系统提供的信息以便让用户可以高效
地发现和修正错误。针对不要求高准确性的场合，例如数学公式检索，本文提出
了一种基于编辑距离的容错排序方法，以便减低识别错误对搜索结果的影响。

关键词： 脱机手写数学公式识别，光学字符识别，笔划提取，局部自适应二值
化，数学公式检索
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Stroke Extraction for Offline Handwritten
Mathematical Expression Recognition

ABSTRACT

Handwritten mathematical expression recognition provides a natural way to
digitize mathematical content, which enables formula retrieval and other applica-
tions. Recognizing mathematical expressions mechanically is challenging because
of their compact two-dimensional structure, especially for the handwritten ones.
Handwriting recognition is traditionally divided into online recognition and offline
recognition. The former recognizes dynamic trajectories whereas the latter rec-
ognizes static images. Offline handwritten mathematical expression recognition
is often considered much harder than its online counterpart due to the absence
of temporal information and the presence of background noises. In order to take
advantage of the more mature methods for online recognition and save resources,
stroke extraction is an interesting idea. The goal of this study is to explore
the feasibility and practicability of offline handwritten mathematical expression
recognition via stroke extraction.

The main point is that a good offline handwritten mathematical expression
recognition system can be obtained by combining a stroke extractor with an exist-
ing online handwritten mathematical expression recognition system, even though
the stroke extractor may not be perfect. In order to recover strokes from textual
bitmap images automatically, an oversegmentation approach is proposed. The
proposed algorithm first breaks down the skeleton of a binarized image into junc-
tions and segments, then segments are merged to form strokes, finally stroke order
is normalized by using recursive projection and topological sort. Given a ready-
made state-of-the-art online handwritten mathematical expression recognizer, the
proposed procedure correctly recognized 58.22%, 65.65%, and 65.22% of the offline
formulas rendered from the datasets of the Competitions on Recognition of On-
line Handwritten Mathematical Expressions (CROHME) in 2014, 2016, and 2019
respectively. It was ranked third in the main offline task of CROHME 2019. The
results indicate that stroke extraction can be applied to build offline recognition
systems with competitive accuracy. In order to prevent the stroke extractor from
becoming a single point of failure, it is suggested to retrain the underlying online
recognition system with extracted strokes. Given a trainable online recognition
system, the suggestion resulted in an offline recognizer with the same level of
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accuracy. The results not only indicate that developing independent recognition
systems for online and offline handwriting may no longer be necessary, but also
imply that the essential difficulty between online recognition and offline recog-
nition may be smaller than it was thought. Meanwhile, a model that work well
on both written strokes and extracted strokes can be obtained by training it on
mixed data.

In addition, stroke extraction based offline handwritten mathematical ex-
pression recognition systems are fairly lightweight. Since image preprocessing is
likely the performance bottleneck, memory-efficient and fast implementations of
a large class of local adaptive binarization methods are proposed. Compared with
the standard implementations which rely on integral images, memory footprint
is reduced dramatically, whereas the speed also increased slightly. In particular,
the technique leads to new sequential implementations of Bernsen’s method and
Niblack inspired methods such as Sauvola’s method. Their time complexity is
linear to the size of input image and independent of the window size, whereas
auxiliary space is sublinear to the size of input image. Experimental results show
that the speed of the proposed system was comparable to that of the underlying
online recognition system, which was much faster than native offline recognition
systems. It should also be noted that the entire pipeline was able to facilitate
on-device recognition on mobile phones with limited memory.

Last but not least, the use of possibly incorrect recognition results in appli-
cation is discussed, it is a serious issue that has not yet received much attention.
Although one cannot expect a handwritten mathematical expression recognizer
to work perfectly, there are usually some similarities between the recognition re-
sult and the correct result. For applications which require exact input, such as
computer algebra systems, a design of equation editor with usability in mind is
proposed, it can make full use of the information provided by the recognition
system, so that users can discover and fix errors efficiently. For other applica-
tions, such as mathematical formula retrieval, an error-tolerant ranking method
based on edit distance is proposed, so that search results would be less sensitive
to recognition errors in queries.

Key Words: Offline handwritten mathematical expression recognition, optical
character recognition, stroke extraction, local adaptive binarization, mathematical
formula retrieval

IV



目录

摘要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (I)

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (III)

目录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (V)

第一章 引言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)
1.1 问题背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)
1.2 选题意义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)
1.3 本文的主要工作 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)
1.4 本文的组织结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

第二章 国内外研究现状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)
2.1 概述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)
2.2 数学公式识别 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)
2.3 笔划提取 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)
2.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)

第三章 图像预处理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)
3.1 概述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)
3.2 局部自适应二值化方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)
3.3 细化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (24)
3.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (25)

第四章 笔划提取算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (27)
4.1 概述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (27)
4.2 过切分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (28)
4.3 笔划重组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (31)
4.4 笔顺规范化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (32)
4.5 笔划提取的准确度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (33)
4.6 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (36)

V



目录 基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

第五章 联机手写数学公式识别 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (37)
5.1 概述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (37)
5.2 现成的系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (38)
5.3 端到端可训练的系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (40)
5.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (48)

第六章 实验结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (49)
6.1 概述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (49)
6.2 数据集和评价方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (49)
6.3 基于现成联机识别系统的情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (55)
6.4 基于可训练联机识别系统的情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (59)
6.5 脱机识别的性能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (61)
6.6 对笔划提取算法的分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (63)
6.7 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (64)

第七章 应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (65)
7.1 概述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (65)
7.2 数学公式的录入与编辑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (65)
7.3 数学公式检索 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (73)
7.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (79)

第八章 结语 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (81)
8.1 成果总结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (81)
8.2 未来展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (82)

参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (83)

VI



第一章 引言

1.1 问题背景

数学公式是在各种手写和印刷文档中常见的信息载体，如何充分地利用数
学公式中的价值是一个有意义的问题。由于紧凑的二维结构有助于简明地表达
一些概念，数学公式在经管、科学、工程和其它领域中都十分重要。为了提高数
学公式的可发现性，把数学公式电子化是很有必要的，因为这有助于长时间保存
和传播。进一步把数学公式结构化 [65]将容许有效的数学公式检索 [36]，从而使
问答系统 [98]、抄袭检测 [67] 和其它自动化任务成为可能，它们在教育、科研和
其它方面都有很多潜在的应用。

与普通文本相比，数学公式更不方便于输入。传统的输入设备如键盘是为单
方向的字符串而设计的，虽然符号间的平面位置关系可以用 TEX[47]或MathML
[7] 之类的代码表示（如图1-1a所示），但用计算机语言表达数学公式对新手而言
非常不友好，因为他们不仅要另外学习一门语言和记忆一系列命令，还要与令人
困惑的错误打交道。另一方面，用图形化的公式编辑器（如图1-1b所示）输入数
学公式对老手而言效率太低，因为重复地从工具箱中选取结构元素和符号的效
率不高。

既然人们已经习惯了在纸上或黑板上书写数学公式，用相同的方式向计算
机输入数学公式就是最理想的。识别系统的目标就是把手写的数学公式转化为

(a) 编写 LATEX 代码 (b) 使用公式编辑器 MathType

图 1-1 常见的数学公式录入方法的例子

1
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(a) 笔迹 (b) 位图

图 1-2 联机与脱机手写识别系统分别接受的输入的例子

位图 笔划序列

抽象语法树

脱机识别

笔划提取

联机识别

渲染

渲染

绘画

图 1-3 脱机识别与联机识别的关系图

方便机器处理的语法树。手写识别又分为联机识别和脱机识别 [89]，两者间的区
别在于联机识别系统接受动态笔迹为输入（如图1-2a所示），而脱机识别则接受
位图为输入（如图1-2b所示）。联机识别容许人们通过在触摸设备上书写或拖动
鼠标来输入数学公式，适合用于记笔记或与计算机代数系统交互。脱机识别则容
许人们录入图片中的数学公式，适合用于电子化手稿的扫描版或者黑板的照片。

联机识别的准确率一般较高。比如说在 2019 年联机手写数学公式识别竞赛
（Competitions on Recognition of Online Handwritten Mathematical Expressions，

CROHME）中，名列前三的联机识别系统分别正确地识别了 80.73%、79.82%
和 79.15% 的数学公式，而名列前三的脱机系统仅分别正确地识别了 77.15%、
71.23%和 65.22%的数学公式 [63]。表面上的原因在于脱机识别不仅能利用书写
结果的信息，还能利用书写过程的信息。事实上，通过简单地把笔迹渲染为图片，
我们可以轻易地把联机识别问题转化为脱机识别问题。也就是说，给定一个脱机
识别系统，我们总可以构造一个和它一样准确的联机识别系统。反过来，如果能
够从位图中恢复笔迹信息，联机识别系统也能被用于脱机识别 [82]。图1-3表达
了两类识别之间的区别与联系，脱机识别可以分解为笔划提取和联机识别。

本文的目的就是研究在不依赖于专门设计的联机识别系统的前提下，通过
笔划提取识别脱机手写数学公式的可行性和实用性。在笔划提取完全准确的情
况下，给定一个联机识别系统，我们也可以得到一个和它一样准确的的脱机识别

2



基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 1.2 选题意义

系统。不过，因为准确的笔划提取相当困难 [89]，所以需要把重点放在防止单点
故障上。也就是说，要基于较不可靠的笔划提取算法来搭建较可靠的脱机识别算
法。由于书写习惯的多样性已经影响到联机识别系统，它们已经能够容忍一些输
入错误。进一步，如果将错就错，用提取出的笔划来训练联机识别系统，它就应
该能适应，于是笔划提取的准确率对脱机识别的准确率的影响就不一定是决定
性的。

1.2 选题意义

1.2.1 理论价值

一直以来，手写识别被分为联机识别和脱机识别两个子问题，两者之间的关
系自然是一个基本的问题。一般认为，动态的笔迹比静态的位图包含严格更多的
信息，但额外的信息对识别的准确率到底有多大的影响却在很大程度上是未知
的。本文的方法提供了探讨这个问题的一个思路。

假如有一种方法可以基于任意联机识别系统构建一个与之一样准确的脱机
识别系统，就能够说明脱机识别并不比联机识别困难。笔划提取正是一种可以基
于任意联机识别系统构建脱机识别系统的方法。诚然，过往也有个别研究者进行
过类似的实验，但他们都有这种或那种的局限性，例如大都依赖于针对提取出的
笔划专门设计的联机识别系统，又或是仅考虑较简单的识别问题如单字符识别。
相反，我们考虑的是极具挑战性的数学公式识别问题，而且基于在工业界和学术
界有代表性的联机识别系统，它们被设计时根本没有考虑过会被用于我们的目
的。因此，我们的实验能更客观地比较，而我们能做到的原因在于具强大学习能
力的联机识别系统开始成熟。

即使做不到一样准确，在设法让脱机识别系统的准确性逼近所基于的联机
识别系统方面付出足够多的努力后，两者的准确率的差距将给出联机识别与脱
机识别间难度差异的量化比较。特别地，用提取出的笔划重新训练联机识别系统
是在这个方向上的一个一般的方法，适用于现代所有主流的联机识别系统，因为
它们都基于机器学习。当然，改进笔划提取的准确性仍然是另一个方法。本文在
这两个方法上都作出了有益的探索。

1.2.2 实践含意

本研究对手写识别系统的开发可能有指导性意义。

在宏观上，笔划提取提供了基于常规联机识别系统搭建脱机识别系统的一
般途径。由于联机识别系统通常无论在准确性还是资源占用上都占优，这方案可
能导致准确而轻量的脱机识别系统。同时，笔划提取使得图片也可被用作联机手
写识别的训练数据，有利于增大训练集，从而可能可提高联机手写识别系统的健

3



第一章 引言 基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

壮性。此外，这方案可以减少由于分别开发联机识别系统和脱机识别系统造成的
重复劳动，有助于集中力量攻克核心的技术障碍。因此，这方案在工程上有一定
的吸引力，尤其是对原有的联机识别系统厂商而言，它们可以复用既有资产而轻
易地进军脱机识别市场，达到一石二鸟的效果。

在微观上，对笔划提取算法的消融研究对日后同类系统的开发有启发性。通
过分析笔划提取的各个子问题对最终准确率的影响，可以了解笔划的不同特征
对联机识别系统的重要性，从而为改进笔划提取算法指明了方向，并有助于更直
观地了解联机识别系统的特性。

值得一提的是，数学公式是一类有代表性的二维记号，可以被用来识别手写
数学公式的技术也可能可以被用于识别手写的表格 [31]、化学结构式 [30]、乐谱
[9]、电路图 [15]、流程图 [43] 等等，又或是对手写文档进行版面分析。这些任务
和数学公式识别同样受符号切分、符号识别和结构分析问题困扰，也和手写数学
公式识别一样有实际的用途，但针对它们的专门研究不多，所以借助笔划提取同
时做联机和脱机识别是一种可以有效地利用仅有的关注的方法。

1.3 本文的主要工作

为了研究基于笔划提取的脱机手写数学公式识别的可行性和实用性，我们
不但设计了一个笔划提取算法来把位图转换为笔划序列，而且提出了一系列技
术来使构造出的脱机识别系统尽可能保留联机识别系统的优点。我们还探索了
如何应用不总是准确的识别结果。我们通过一系列的实验检验了这些技术的有
效性，有关的实验代码已经被公开以便让其它研究者可以方便地重现实验结果。
本文的主要工作可以概括如下：

• 为了实现用联机手写数学公式识别系统识别脱机手写数学公式的想法，我
们提出了一个针对数学公式的启发式的笔划提取算法。一般来说，任意给
定一个联机手写数学公式识别系统，可以如图1-4所示那样把它包装成一个
脱机手写数学公式识别系统。通过不加改动地直接套用一个市面上的联机
手写数学公式识别系统去识别提取出的笔划，我们在公开数据集上验证了
基于笔划提取的脱机数学公式识别系统的准确度与其它前沿的脱机识别系
统相比是有竞争力的，特别是取得了 CROHME 2019竞赛中脱机项目的季
军。同时，消融实验表明了删去该笔划提取算法中的任何一个主要步骤都
会使准确率明显下滑，这说明了它们的必要性。

• 为了进一步提高这类脱机识别系统的准确性，我们提出通过重新训练来解
决笔划提取器的单点故障问题。实验结果显示，通过用提取出的笔划重新
训练一个联机手写识别系统，可以得到一个准确率与之相若的脱机手写识
别系统。这说明了联机识别系统能够很好地学会提取出的笔划的含义，从
而限制了笔划提取错误对识别结果的影响。进一步的实验结果显示，通过
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输⼊图像

联机识别笔划提取

⼆值图像

⻣架

笔划序列

笔划集合

预处理

定向笔划
集合

⼆值化

细化

笔划排序

⽅向检测

路径集合⼦笔划图顶点和边

笔顺规范化

线段和
端点

公式

图 1-4 本文提出的脱机手写数学公式识别流程

同时使用书写笔划和提取出的笔划作为训练数据，不但可以进一步提高准
确性，而且可以使同一个模型同时在两类输入上取得良好的表现。这实际
上说明了不完全准确的笔划提取可以作为扩充训练集的一种方法。

• 为了进一步提高这类脱机识别系统速度和降低内存占用，我们提出了一类
局部自适应二值化方法不用积分图像的线性时间实现。由于图像预处理阶
段要对完整的输入图像进行操作，它最可能成为笔划提取器的性能瓶颈。
实验结果验证了基于笔划提取的脱机识别系统的速度与内存占用一般优于
原生的脱机识别系统，而与所基于的联机识别系统可比。这是因为联机识
别系统一般比原生的脱机识别系统轻量，同时笔划提取算法也比较简单。

• 针对手写数学公式识别做不到完全准确的问题，我们考虑了应用应该如何
应对。对于要求输入准确的场合如计算器，只有在用户可高效地修正错误
时手写识别才是有用的，为此本文提出了一种可加速人手修正的公式编辑
器设计，该设计充分地利用了来自识别系统的信息。对于对输入不太敏感
的应用如数学公式检索来说，识别结果中的错误对结果影响有限，本文还
给出了适当的排序方法来进一步控制这种影响。

1.4 本文的组织结构

本文共分为八章，各章节安排如下：

第一章交代了本文的研究思路。先是指出了脱机手写数学公式识别问题的
重要性和挑战性，再是说明了笔划提取是一个值得尝试的想法，最后是列出了我
们为实现这想法所做的工作。

第二章回顾了国际上相关研究的现状和趋势。对于本文关心的手写数学公
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式识别问题，本章分别介绍了针对联机情况和脱机情况的识别方法，并对比了两
类方法间的异同。对于本文用以联系联机识别和脱机识别的笔划提取方法，本章
先介绍了针对普通文本的做法，再说明了应用于数学公式时所需的变更。
第三章描述了数学公式图片的预处理过程。虽然图像预处理方法是标准的，

但本章专门探讨了如何高效地实现之，从而显著地加快整个脱机识别流程和减
低内存占用。特别地，本章提出了一类局部自适应二值化方法的内存高效的快速
实现，适用于 Bernsen 方法和包括 Sauvola 方法在内的 Niblack 型方法。
第四章提出了一个适用于数学公式的笔划提取算法。本章详细介绍了把骨

架转换为笔划序列过程中的各个步骤及其动机。本章还介绍了如何指导笔划提
取算法的开发。
第五章介绍了主要实验中需要用到的联机识别系统及其配置。本章刻意不

去设计新颖的联机识别系统，因为这与本文的思路背道而驰。
第六章用实验结果检验了基于笔划提取的脱机手写数学公式识别系统的准

确性和性能。本章验证了不加修改地套用现成的联机识别系统已经可以得到一
个良好的脱机识别系统。本章还验证了通过用提取出的笔划重新训练一个联机
识别系统，可以得到一个准确性与之相当的脱机识别系统；通过混合来自笔迹
和图片的信息来训练一个模型，可以让联机识别系统与脱机识别系统共用模型。
另外，本章用消融研究分析了笔划提取算法，由此指明了设计同类算法时要注意
的事项。
第七章探索了一个不完全准确的手写数学公式识别系统的潜在应用。一方

面，本章提出了一个高可用性的公式编辑器设计，以便让用户轻松而快捷地修正
识别错误。另一方面，本章提出了一种容错的数学公式匹配方法，以便降低识别
错误对数学公式检索的影响。
第八章总结了本文工作并指出了一些可以进一步发展的方向。
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2.1 概述

本章首先对现有的数学公式识别方法进行了总结，不但介绍了传统的模块
化方法和近年开始流行的基于编码器-解码器框架的方法，而且分析了它们分别
被用于识别笔迹和图片时的共通点和不同之处。本章接着对现有的笔划提取方
法进行了回顾，并指出了它们的启发性意义和局限性。

2.2 数学公式识别

2.2.1 简介

由 Anderson 在 1967 年的工作 [6] 开始，数学公式识别就一直是一个长期
以来未有被完全解决的问题。数学公式识别可以分为印刷体数学公式识别和手
写数学公式识别，其中印刷体数学公式由于相对标准化而较容易识别，因而早已
产品化 [111]。手写数学公式识别又分为联机手写数学公式识别和脱机手写数学
公式识别，其中联机手写数学公式由于带时序信息而被认为较容易识别，相反，
针对脱机手写数学公式识别的研究直到近几年才开始活跃。虽然在三类识别中
能用的信息不同，但相应的识别方法有不少共通点，存在把它们的共同部分抽象
出来的尝试 [62]。大体来说，目前主流的数学公式识别方法可以分为模块化方法
和基于编码器-解码器框架的方法，第2.2.2小节和2.2.3小节分别介绍了它们。
公开的数学公式数据集的发布促进了对数学公式识别方法的研究，因为只有

在同一数据集上测试不同的数学公式识别系统才能公平地评判它们的优劣。对于
印刷体数学公式，具影响力的数据集有 InftyCDB系列数据集 [112]和 Im2latex-
100k数据集 [24]，前者的图片由扫描得到并经人手对其中所有符号和符号间的位
置关系进行了标注，后者的图片通过渲染 LATEX代码得到。对于联机手写数学公
式，毋庸置疑的标杆是联机手写数学公式识别竞赛（Competitions on Recognition
of Online Handwritten Mathematical Expressions，CROHME）[75]的数据集，该
竞赛先后在 2011 [71]、2012 [72]、2013 [74]、2014 [73]、2016 [70] 和 2019 [63] 年
举行。对于脱机手写数学公式识别，常用的数据集仍然是 CROHME 系列数据
集，只是把笔迹渲染成了图片。另外，新近的脱机手写数学公式识别与发现竞
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赛（Offline Recognition and Spotting of Handwritten Mathematical Expressions，
OffRaSHME) [117] 数据集也受到了注意，其中包含扫描版的手写数学公式。
另外，对于特定的应用场景，可能要求特别的联机手写数学公式识别系统。

针对课堂上老师一边讲课一边写黑板的情况，Medjkoune 等人 [66] 提出结合语
音来提高识别的准确性，因为形状相似的符号的发音往往是不同的。针对要求提
供实时预览或其它对响应时间有较高要求的应用，Phan 等人 [87] 提出增量式的
识别方法。

2.2.2 模块化方法

模块化方法把数学公式识别分解为若干个明确定义的子任务，然后各个击
破。传统上，数学公式识别被分为符号识别和结构分析两个子任务 [18, 32, 130]。
符号识别的目标是把图片或笔划序列转换为符号集合。一些符号识别方法需

要先作符号切分再作符号分类，即首先把笔划或前景像素分为若干组使每组分
别构成一个符号，然后区分每组笔划或前景像素分别对应的符号类别。不过，一
些方法可以同时进行切分和分类，例如 Winkler 和 Lang [120] 所用的隐 Markov
模型与 Zhelezniakov等人 [143]所用的递归神经网络。Awal等人 [8]则建议生成
多个切分假设，并用可拒识的符号分类器来选取切分假设。

由于数学公式中的符号间可以有复杂的平面位置关系，不像普通文本行那
样单方向地书写，符号切分也相对困难。无论是 Okamoto [84] 所用的递归投影
切分还是 Suzuki等人 [111]所用的连通域分析，面对粘连字符、断裂字符或由多
个连通体组成的字符（如 “i”）时都需要特殊处理。对于联机手写数学公式，符
号切分可以通过假设每条笔划最多属于一个符号而简化，Shi 等人 [101] 进一步
假设了不存在延迟的笔划，但存在一些不满足这些假设的手写数学公式。

符号分类是典型的分类问题，标准的做法是直接进行模板匹配或者先提取
特征再使用分类器。对于静态的图片和动态的笔迹，适用的模板匹配方法和特
征提取方法不尽相同，一般来说联机识别能用的工具更多。对于图片，Berman
和 Fateman [10] 使用基于 Hausdorff 距离的模板匹配。对于笔迹，Simistira 等
人 [102] 提出对比 Freeman 链码, MacLean 和 Labahn [61] 提出用动态时间调整
来进行模板匹配，Golubitsky 和 Watt [34] 提出对比参数曲线表示中的系数。特
征也可分为静态特征和动态特征，前者仅与形状有关而后者还与书写方式有关，
静态特征比较稳定但动态特征有助于区分一些相似符号（如 “p” 与 “ρ”）。常用
静态特征有高宽比、长度、矩、穿线数、投影、网格特征、方向直方图等等。常
见的动态特征有起/终点、坐标、速度、曲率等等。常见的分类器有最近邻分类
器 [111]、决策树 [23]、人工神经网络 [79] 等等。一些系统通过结合多种分类器
来提高准确率，例如 Malon 等人 [64] 建议在需要时用支持向量机区分容易混淆
的符号。

结构分析的目标是利用符号间的平面位置关系来重构数学公式，大部分结
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构分析方法同时适用于印刷体公式、联机手写公式和脱机手写公式。结构分析
问题常常被归结为解析某种推广的上下文无关语法的问题，有关语法的产生式
带有右端项间位置关系的信息。Anderson [6] 提出了一个自顶而下的解析算法，
Chang [19] 提出了一个自底而上的解析算法，Chan 和 Yeung [17] 则提出了一个
带回溯的解析算法。另外，也存在一些不依赖于语法的结构分析方法。Okamoto
[84] 提出通过递归投影切分自顶而下地分析结构。Lee 和 Lee [56] 提出利用操作
符的作用范围来进行分析。Eto 和 Suzuki [27] 提出借助找最小生成树来得出结
构。Zanibbi 等人 [128] 提出通过递归地分析基线结构来识别数学公式。

各个模块可以依次被调用，也可以存在更复杂的交互。简单的系统可能按
某个顺序调用各模块，例如可以自底而上地先提取符号再进行结构分析，也可
以自顶而下地先进行结构分析再识别符号。然而，这种分步方法容易累积错误，
一步出错就很可能导致结果出错。同时，各个子任务往往不是完全相互独立的，
例如其它符号的大小有助于区分形状几乎相同的大小写字母，符号识别结果又
有助于上下标判定。为了用结构信息区分符号或相反，一些方法被提出来以更紧
密地整合符号识别和结构分析。利用 Cocke-Younger-Kasami 动态规划算法可以
同时优化符号切分、符号识别和结构分析，例如 Chou [21] 提出直接从像素解析
印刷体公式而 Yamamoto等人 [125]则提议从笔划解析联机手写数学公式，代价
则是较高的计算复杂度。Álvaro 等人 [4] 给出了这类系统的统计模型。

2.2.3 基于编码器-解码器框架的方法

基于编码器-解码器框架的方法把数学公式识别系统分为编码器和解码器两
部分，其中编码器和解码器一般都由人工神经网络组成。这类系统具有学习复
杂依赖关系的能力，可以用于许多不同的问题，类似框架在机器翻译 [110] 与语
音识别 [35] 等领域已经取得了令人瞩目的成功。同时，这些系统一般是端到端
可训练的，只要有一些输入-输出对即可完成训练，这简化了训练流程和降低了
对训练集标注详细程度的要求，同时容许更整体的优化。不过，这类方法的训练
过程是高度计算密集的，因此直到近年才成为可行。同时，这类系统缺乏可解释
性。

由于输入的类型不同，用于识别笔迹的系统和用于识别图片的系统要使用
不同的编码器。相反，由于都是输出数学公式的某种表示，两者可以使用高度相
似的解码器。大部分系统都预测 LATEX 串 [24, 137, 134, 122, 53]，但也有其它系
统直接预测树状结构 [138, 136]。
当需要识别印刷体数学公式或脱机手写数学公式时，编码器通常基于卷

积神经网络。Deng 等人 [24] 提出的编码器结合了卷积神经网络和递归神经网
络。Zhang 等人 [137] 则选取了全卷积网络作为编码器以提高尺度不变性，其后
Zhang等人 [133]把编码器从 VGGNet改为 DenseNet以更充分地利用来自不同
尺度的信息。
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当需要识别联机手写数学公式时，编码器通常基于多层双向递归神经网络。
Zhang 等人 [135] 使用了门控递归单元（Gated Recurrent Unit，GRU），Zhang
等人 [138] 采用了长短时记忆（Long short-term memory，LSTM），Hong 等人
[39] 则使用了加入了残差连接的门控递归单元。Wang 等人 [118] 又提出使用笔
划特征代替点特征来促使对齐更准确。

无论识别的是笔迹还是图片，解码器一般都由递归神经网络给出，同时带
有某种机制以处理对齐。Zhang 等人 [138] 使用了局部联结主义时序分类（Con-
nectionist Temporal Classification，CTC）。Deng等人 [24]则采用了注意力机制。
Zhang等人 [135, 137]引进了基于收敛的注意力机制以记录输入中哪些部分已经
翻译好。Zhang 等人 [134] 继续修改了注意力机制以便在输出一个单词时决定依
赖于输入还是语言模型，从而更可靠地输出没有对应笔划的 LATEX 单词如花括
号。由于注意力机制企图定位输出对应的输入部分，故把它应用于联机识别和脱
机识别时要分别实现。

由于通过渲染笔迹可以轻易地得到图片，脱机识别系统也可以用于识别笔
迹。由于静态信息和动态信息的互补性，结合两类方法可能可提高准确率。Zhang
等人 [134] 提出在解码时整合联机模型和脱机模型分别预测的概率。Wang 等人
[118] 则提议在编码时就把联机特征和脱机特征结合。
除了优化网络结构，改进训练过程也是一个重要的方向。Zhang 等人 [137]

在训练时使用了神经元丢弃、权重噪声和提前停止来避免过度拟合。Zhang等人
[134] 提出在损失函数加入一个惩罚项以促使收敛模型与实际对齐一致。Truong
等人则提议 [115] 把识别问题与判定各符号是否出现于公式中的问题联合训练。
由于基于深度学习的方法一般需要大量训练数据，而收集和标注手写数学

公式需要耗费大量人力物力，因此有必要设法尽用有限的数据。数据增强可以
让系统在训练阶段有机会接触到更多不同的样本，这可以通过事先按某种模式
扩大数据集实现，也可以通过在需要时动态生成样本做到。注意到手写体和印
刷体对人类来说的相似性，Wu 等人 [123] 建议同时使用手写体图片和对应的印
刷体图片进行训练，并用对抗生成网络保证提取出的特征同时适用于两者，Le
[52] 则建议通过在损失函数中加入一个惩罚项来促使系统对两者得出相同结果。
注意到稍为扰动数学公式不太影响阅读，而数学公式的子公式一般仍然是数学
公式，Le 等人 [53] 提出通过形变和分解产生更多的手写数学公式样本来克服训
练数据不足的问题。注意到缩放不改变数学公式的含意，Li 等人 [58] 建议在每
轮训练前重新缩放图片再填充至固定大小以确保系统的尺度不变性。

2.3 笔划提取

作为一种把脱机手写转换为联机手写的技术，人们曾针对脱机签名验证 [57]
和东亚字符识别 [40] 之类的应用提出过不少笔划提取方法。典型的笔划提取算
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法一般是基于过切分的，即先检测子笔划再通过消歧义把它们组合成笔划。不
过，有的方法 [25] 通过模糊两步间的界线来结合来自不同层次的时序信息。
提取子笔划的一个常见方法是分解细化所得的骨架，这种方法简单快捷，但

对噪声较敏感且未能充分利用灰度信息 [127]。其它用于提取子笔划的方法包括
用几何元素如折线和圆弧逼近 [141]、使用 Gabor 滤波器 [108] 和使用 Markov
随机场 [132]。
从子笔划重组笔划的问题通常被视为图中的搜索问题。一类方法利用局部信

息对子笔划聚类，Lee和 Pan [57]设计了一组启发式规则来跟踪骨架，Boccignone
等人 [13] 尝试通过合并相邻而方向、长度和宽度最接近的子笔划来重新构造笔
划，Su等人 [109]则用 Bayesian分类器来判定子笔划间的关系。在对笔划作出某
些假设时有可能可以在数学上严格地证明某个笔划提取算法的正确性，Kato 和
Yasuhara [45] 考虑了交叉点处满足特定假设的单笔划情况，Nagoya 和 Fujioka
[76] 则在限制笔划相交方式的前提下把这技巧推广到了多笔划情况，不过在应
用中一般不能保证有关假设总是成立。另一类方法则把问题归结为整体的优化
问题，Jäger [42] 通过最小化笔划内相邻线段的总方向差来重构笔划，Lau 等人
[50] 修改代价函数以把相邻线段间的距离和方向考虑进去。不幸地，这类问题本
质上是 NP 完全的旅行商问题，因此在有稍多子笔划时就难以有效地求最优解。
然而，由于本文需要提取手写数学公式中的自然笔划并把它们用作常规联

机手写数学公式识别系统的输入，现有的笔划提取方法并不完全适用。首先，针
对汉字设计的笔划提取方法提取的常常是线笔划而非自然笔划，而且往往没有
提供笔顺信息。可是，联机手写数学公式识别系统一般接受自然笔划，而且可能
对笔顺敏感。其次，不少笔划提取方法依赖于特殊的识别方法，例如基于模型
[59]或要求能容忍各种变形 [82]的结构匹配方法。可是，有关模型难以从单字符
推广到内部有复杂结构且难以切分的数学公式，基于结构匹配的字符识别方法
在手写数学符号识别中也缺乏代表性。

2.4 本章小结

手写数学公式识别长期以来一直是一个没有被很好地解决的问题。在过去，
人们分别针对笔迹和图片两种输入模态提出过不少数学公式识别方法，其中的
许多想法同时适用于两类输入。不过，实现上也有一些不可忽略的差异，例如
模块化方法中的符号切分器和编码器-解码器框架中的编码器就难免依赖于输入
模态，当识别系统各个部分间紧密耦合时还会扩大影响范围。为了统一地处理
两类输入，仅仅把依赖于输入模态的部分分离出来仍然不够理想，因为最小化
错误累积与最大化共同部分间存在矛盾。虽然把联机手写识别归结为脱机手写
识别是容易的，但这种转换会丢失可能对识别有帮助的时序信息，因此本文采
取了相反的做法。为了把脱机手写数学公式识别归结为联机手写数学公式识别，
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第二章 国内外研究现状 基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

需要一个笔划提取算法。和适用于普通文本的常规笔划提取器一样，本文使用过
切分的想法来从图片中提取手写数学公式的笔划集合。与它们不同的是，本文还
需要考虑手写数学公式的笔顺。
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第三章 图像预处理

3.1 概述

预处理阶段的目的是消除输入图像中的噪声和其它对笔划提取而言无关重
要的细节。预处理阶段的主要步骤有二值化和细化，前者用于从充满噪声的背景
中分离出文本成分，后者则用于在大致保持笔划形状的前提下降低前景像素的
数量，许多不同的二值化方法和细化方法都可以用于我们的目的。大部分二值化
算法都假设输入图像为灰度图像，因此二值化前往往需要先对各颜色通道作加
权平均以得到灰度图像。图3-1勾画了预处理阶段。
对于真实的应用场景，输入图片不仅含有数学公式，还带有许多干扰因素。

因此，产品级的系统可能需要增加一些额外的步骤，但本文不会详细展开。以下
是一些可选的步骤：

• 对于含有其它文本或图形的图片如图3-2a，可能需要进行数学公式定位。
常规的对象检测框架即可用于此目的，例如你只看一眼检测器（You Only
Look Once，YOLO）[93] 或单射击多框检测器（Single Shot MultiBox De-
tector，SSD）[60] 可以用于预测数学公式的外接方框，U 形网络 [83] 则可
以提供连通体级别的准确性。

• 对于含有背景网格的图片如图3-2b，可能需要作直线检测以找出网格从而
把其隐去。

• 对于出现笔划粘连或断裂的图片如图3-2c，可能需要用数学形态学操作以
改善笔划的连通性。

• 对于出现被旋转或卷曲的公式的图片如图3-2d，可能需要通过倾斜检测找
出倾斜角度以便修正，更复杂的几何模型可以处理卷曲等非线性畸变。不
過对于单条的数学公式，符号数目可能不足以可靠地估计倾斜角度，而且

输⼊图像 ⼆值图像
⻣架

灰度化 细化

灰度图像

⼆值化

图 3-1 预处理阶段的主要步骤
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第三章 图像预处理 基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

(a) 附近有其它对象的数学公式 (b) 在单行纸上写的数学公式

(c) 笔划频繁粘连的数学公式 (d) 倾斜和卷曲的纸上的数学公式

图 3-2 可能需要额外预处理步骤的公式图片的例子

符号不一定对齐到同一基线，如 “xxx”可能会误导基于 Hough变换等直线
检测方法的倾斜角估计。

3.2 局部自适应二值化方法及其内存高效快速实现

3.2.1 常見的二值化方法

二值化是把灰度图像转化为二值图像的图像处理操作，通常用于从背景中
区分出对象 [99]。特别地，二值化被广泛用作文档分析系统的预处理步骤，使光
学文本识别引擎能够假设文本成分已经被提取出来。二值化的质量同时影响版
面分析和字符识别的准确性，对受损文档图像 [33] 和车牌 [5] 尤其重要。
许多流行的二值化方法通过比较像素的灰度值和计算出的阀值工作。按照

阀值是否因像素而异，可以把这类方法细分为局部自适应方法和整体方法。与整
体方法相比，局部自适应方法对常见的受损情况如噪声、光照不均和穿透更健
壮。例如单一阀值对于分离文本和咖啡迹而言可能并不足够。以下，我们把一个
H×W 灰度输入图像记为 (Iij)0≤i<H,0≤j<W，其中按惯例灰度值 Iij ∈ {0, . . . , 255}。
相应地，我们把二值图像记为 (Bij)0≤i<H,0≤j<W，其中按惯例 Bij ∈ {0, 1}。
整体方法对每个输入图像计算一个阀值 T，然后令

Bij =

0 , Iij ≤ T

1 , Iij > T
。 (3-1)

其中最有代表性的 Otsu 方法 [85] 选择阀值使类间灰度值方差最大以顾及图像
的亮度和对比度。

局部自适应方法即使对同一图像的不同像素也使用可能不同的阀值。像素
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(i, j) 的阀值 Tij 用它为心的邻域中像素灰度值的某些统计量来计算，然后令

Bij =

0 , Iij ≤ Tij

1 , Iij > Tij

。 (3-2)

通常把邻域取为以 (i, j) 为心的 h× w 矩形窗口，常用的统计量有平均值 µij 和
标准差 σij。特别地，Niblack [80] 取

Tij = µij +Kσij， (3-3)

而 Sauvola 和 Pietikäinen [96] 取

Tij = µij

(
1 +K

(σij

R
− 1
))
， (3-4)

其中 K 为一个可调整的正参数而 R 通常取为 128，注意

σij ≤ (255− 0) /2 < 128。 (3-5)

按照定义
µij =

1

hw

∑
i−h

2
<k≤i+h

2
j−w

2
<ℓ≤j+w

2

Ikℓ (3-6)

而

σij =

√√√√√ 1

hw

∑
i−h

2
<k≤i+h

2
j−w

2
<ℓ≤j+w

2

I2kℓ − µ2
ij。 (3-7)

Bernsen [11] 则取

Tij =

1
2
(minij +maxij) ,maxij −minij ≥ C

−1 ,maxij −minij < C
， (3-8)

其中 C 为参数，

minij = min
{
Ikℓ|i−

h

2
< k ≤ i+

h

2
, j − w

2
< ℓ ≤ j +

w

2

}
， (3-9)

而

maxij = max
{
Ikℓ|i−

h

2
< k ≤ i+

h

2
, j − w

2
< ℓ ≤ j +

w

2

}
。 (3-10)

图3-3比较了一些二值化方法应用于某张样本图片时的效果。Otsu 方法把相
对暗的一片背景当作了前景，这观察验证了 Otsu 方法 Otsu 对背景亮度变化不
健壮，因为它是一个整体二值化方法。Bernsen 方法基本上去除了暗的背景，但
一行文本也失去了，这观察验证了 Bernsen 方法在低对比度区域效果欠佳，因
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(a) 输入

(b) Otsu 方法输出

(c) Sauvola 方法输出（h = w = 21,K = 0.32）

(d) Bernsen 方法输出（h = w = 11, C = 80）

(e) 理想输出

图 3-3 二值化的例子
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为它们都被视为背景。Sauvola 方法在视觉上几乎提取了所有文本，虽然很多字
符断裂了且留下了不少噪声。因此，本文系统使用 Sauvola 方法。
存在许多其它二值化方法，而且直到近期仍然有新方法被不断地提出来。除

启发式方法外，还有一些基于机器学习的方法。有监督学习可以用于直接把像素
分类，例如 Tensmeyer 和 Martinez [113] 设计了一个全卷积神经网络来整合来
自不同尺度的信息。非监督学习可以用于对像素聚类，例如 Bhowmik 等人 [12]
用 k-均值算法去聚类受博弈论启发的特征。不过，机器学习算法通常都是计算
密集的，所以当受限的计算资源是关注点时不会是首选，特别是在其它方法的结
果可以接受时。

3.2.2 局部自适应二值化方法的实现

局部自适应方法现有实现及其局限性

虽然局部自适应方法一般来说比整体方法更鲁棒，但也更计算密集，现有
实现要么慢要么挥霍内存。具体地说，Otsu 方法的实现只需 Θ(HW ) 时间和常
量辅助空间：先遍历输入图像中所有像素一遍就能得到灰度值直方图，然后就
能得到阀值，最后二值图像在下一轮迭代中得到。相反，直接用定义公式计算阀
值的话，Sauvola 方法的时间复杂度为 Θ(HWhw)，速度随窗口变大而递减。然
而，随着高分辨率图片变得普遍，大窗口正变得更有用。

一个以空间换取时间的著名方法是维护积分图像 [22]。Bradley 和 Roth [14]
用积分图像去加速窗口中灰度均值的计算。Shafait 等人 [100] 进一步用这技巧
去计算标准差。注意到加速 Sauvola 方法的关键是高效地计算以下形式的量：∑

a<k≤b
c<ℓ≤d

f(Ikℓ)， (3-11)

其中 f 为一个函数。令

Jij =
∑
k≤i
ℓ≤j

f(Ikℓ)， (3-12)

则 ∑
a<k≤b
c<ℓ≤d

f(Ikℓ) = Jbd − Jad − Jbc + Jac， (3-13)

如图3-4所示。积分图像 (Jij)0≤i<H,0≤j<W 可以用以下递推关系计算：

Ji,j =


0 , i < 0 或j < 0

(Ji,j−1 − Ji−1,j−1) + f (Ii,j)+

Ji−1,j ,其它

。 (3-14)
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图 3-4 局部自适应二值化方法的积分图像法实现的原理

因此，Sauvola 方法的时间复杂度可以降至 Θ(HW )，并且与窗口大小无关。然
而，为了保存两个积分图像，过渡性内存消耗从 Θ(1) 剧增到 Θ(HW )。它们要
占用比输入的灰度图像更大的空间，这种内存消耗对一些应用场景而言过大。
人们还提出了硬件实现。Chen等人 [20]提出了一个 Sauvola方法基于 GPU

的并行实现，但积分图像的构造未有并行化。Najafi和 Salehi [77]则提出了一个
基于随机电路的完整硬件实现，但它局限于一个小且固定的窗口大小。
许多应用需要局部自适应二值化方法又快又省内存的实现，而且不能依赖

于专门的硬件。对于实时应用场景如识别黑板上的内容，学生手中的移动设备要
用有限的资源迅速地完成工作。对于批处理应用场景如大型历史文献电子化计
划，高效的二值化算法将有助于节省大量时间或硬件。

Sauvola 方法的新实现

本节提出 Sauvola 方法的一个内存高效且快速的实现，它不要求任何特殊
的硬件。在加速 Sauvola 方法的同时尽可能节约内存的想法来源于两个观察。

基本的观察是两个相近的窗口内含有许多公共的元素，因此灰度值的 f 在
一个窗口内的总和可以被重用来计算另一个窗口内的总和。形式地，对整数
a, b, c 和d， ∑

a<k≤b
c<ℓ≤d

f(Ikℓ) =
∑

a<k≤b
c−1<ℓ≤d−1

f(Ikℓ)

+
∑

a<k≤b

f(Ikd)−
∑

a<k≤b

f(Ikc)， (3-15)

如图3-5a所示。类似地，对整数 a, b 和e，∑
a<k≤b

f(Ike) =
∑

a−1<k≤b−1

f(Ike) + f(Ibe)− f(Iae)， (3-16)
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(a) 窗口级

(b) 列级

图 3-5 局部自适应二值化方法的本文实现的原理

如图3-5b所示。因此，若按行主序计算各像素的阀值，实现只需维护量∑
i−⌊h+1

2
⌋<k≤i+⌊h

2
⌋

f(Ikℓ)， (3-17)

其中 ℓ = 0, . . . ,W − 1，而不需要积分图像。由公式（3-15）和（3-16）可见每个
像素只需四次加/减法，而由公式（3-13）和（3-14）可见积分图像法中每个像素
需要五次加/减法。由于一旦有了一个像素的阀值就能立即二值化该像素，实现
不用记忆阀值。
另一个观察是我们不用显式地计算阀值 Tij 以达到二值化的目的。注意到在

K 非负的假设下，
Iij ≤ µij

(
1 +K

(σij

R
− 1
))

(3-18)

等价于
Iij + µij(K − 1) ≤ 0 (3-19)

或

(Iij + µij (K − 1))2 ≤
K2µ2

ijσ
2
ij

R2
。 (3-20)
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第三章 图像预处理 基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

因此，开根号运算可以代之以远比它快的乘法运算，从而达到强度削减的效果。
结合两个观察，Sauvola 方法可以按算法3.1实现。为简单起见，我们假设输

入图像和输出图像在内存隔离，否则 Ii−o,j 可能被意外地改写。可以修改算法以
容许原地二值化，但需要额外空间以保存 oW 个灰度值。
算法3.1需要 Θ(W ) 辅助空间，不包括输入和输出图像占用的空间。通过调

换两个坐标轴，可以实现需要 Θ(H)辅助空间的变种。因此，通过在运行时因应
高宽比选择一个变种可以使辅助空间需求降至 Θ(min{H,W})，它明显低于积分
图像法所需的 Θ(HW )。事实上，

min {H,W} ≤
√
HW ≪ HW。 (3-21)

另外，更小的中间量意味着可以用更短的整数类型保存。在通常应用中，灰
度值从 0 到 255，窗口大小不超过 257，由直接计算

255× 257 = 65535 = 216 − 1 (3-22)

而
255× 255× 257 < 232 − 1， (3-23)

可见数组 P 的每个元素只需占用一个无符号 16 位整数而数组 Q 的每个元素只
需占用一个 32 位整数。作为对比，一页 A4 文档按 600DPI 扫描后有多达

8.27× 11.7× 6002 = 34833240 > 232/255 (3-24)

个像素，所以积分图像的每个元素需要占用一个 64位整数以防溢出。综上所述，
积分图像法需要约 16HW 个字节的辅助空间，而本算法只需要约 6min {H,W}
个字节的辅助空间。
算法3.1的时间复杂度为 Θ(HW ) 且与窗口大小无关，和积分图像法一样在

量级上最优，Sauvola 方法不可能有次线性时间的串行实现。因为更低的内存占
用意味着更高的缓存命中率，加上加减法次数的减少，速度还可能有所提升。当
有多个处理器时，算法可以通过用若干个矩形覆盖输入图像来并行化。

其它方法的实现

虽然前文用 Sauvola 方法为例进行阐述，但同样的技巧也可以用于加速很
多其它二值化方法。
只用修改算法3.1中 “if” 语句中的条件后即可实现大部分基于 Niblack 方法

的局部二值化方法，因为它们的阀值公式也只涉及矩形窗口中的均值和方差（可
能还有一些整体量），表 3-1列出了其中一些，其中 L、M 和 S 分别为整体最小
值、均值和标准差，α、γ、K、K1、K2、p、q 和 R 均为参数，更多的例子参
见综述 [97]。显然，这种修改不影响对时间和空间复杂度的分析，所以依然只需
Θ(HW ) 时间和 O (min {H,W}) 辅助空间即可二值化一个 H ×W 图像。
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基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 3.2 局部自适应二值化方法

算法 3.1: Sauvola 方法的新实现
输入: 灰度位图 (Iij)0≤i<H,0≤j<W

输入: 窗口的宽度 w 和高度 h

输入: 正参数 K 和 R

输出: 二值位图 (Bij)0≤i<H,0≤j<W

1 o← ⌊h+1
2
⌋;

2 u← ⌊h
2
⌋;

3 l← ⌊w+1
2
⌋;

4 r ← ⌊w
2
⌋;

5 对于 j ← 0 直到 W − 1 进行
6 Pj ← 0;
7 Qj ← 0;
8 对于 i← 0 直到 min {u− 1, H − 1} 进行
9 Pj ← Pj + Iij ;

10 Qj ← Qj + I2ij ;
11 对于 i← 0 直到 H − 1 进行
12 对于 j ← 0 直到 W − 1 进行
13 如果 i− o ≥ 0 则
14 Pj ← Pj − Ii−o,j ;
15 Qj ← Qj − I2i−o,j ;
16 如果 i+ u < H 则
17 Pj ← Pj + Ii+u,j ;
18 Qj ← Qj + I2i+u,j ;
19 p← 0;
20 q ← 0;
21 对于 j ← 0 直到 min {r − 1,W − 1} 进行
22 p← p+ Pj ;
23 q ← q +Qj ;
24 对于 j ← 0 直到 W − 1 进行
25 如果 j − l ≥ 0 则
26 p← p− Pj−l;
27 q ← q −Qj−l;
28 如果 j + r < W 则
29 p← p+ Pj+r;
30 q ← q +Qj+r;
31 n←

(min {j + r,W − 1} −max {j − l,−1})× (min {i+ u,H − 1} −max {i− o,−1});
32 m← p

n
;

33 v ← q
n
−m2;

/* 实现其它 Niblack 型方法时修改下面这行 */
34 如果 Iij +m(K − 1) ≤ 0 或 (Iij +m (K − 1))2 ≤ K2m2v

R2 则
35 Bij ← 0

36 否则
37 Bij ← 1
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表 3-1 Niblack 型方法的例子

方法 阀值

Niblack [80] µij +Kσij

Sauvola 和 Pietikäinen [96] µij

(
1 +K

(σij

R
− 1
))

Wolf 等人 [121] µij −K (µij − L)
(
1− σij

R

)
Feng 和 Tan [29] αµij +K1

(σij

R

)1+γ
(µij − L) +K2

(σij

R

)γ
L

Rais 等人 [92] µij + 0.3
µijσij−MS

max{µijσij ,MS}σij

Khurshid 等人 [46] µij +K
√
σ2
ij + µ2

ij
hw−1
hw

Phansalkar 等人 [88] µij

(
1 + pe−qµij +K

(σij

R
− 1
))

注意到局部直方图也可以递推地计算，而最大值、最小值、中位数以至任
何分位数都可以从直方图轻易得到，类似方法也能够加速用到相应局部统计量
的局部自适应二值化方法。事实上，中值滤波器的一种快速实现 [86] 就用了这
原理。特别地，Bernsen 方法 [11] 只需 Θ(HW ) 时间和 Θ(min {W,H}) 辅助空
间。对于 Bernsen方法，由于只用到用局部最大值和局部最小值，还有一种巧妙
地用最长单调序列取代直方图的实现，它的时间复杂度量级同样最优但常数因
子较低。注意 Bernsen 方法的直接实现需要 Θ(HWhw) 时间和 Θ(1) 辅助空间。
Otsu 方法的局部版本 [81] 也基于局部直方图，所以可以省去极度耗费内存的积
分直方图（典型地每像素占用 1 KiB 内存）。

基于本法所支持的二值化方法的复合方法也会受惠。例如可以加入预处理
和后处理步骤以降噪 [33]，修改阀值以消除离群值 [16]，或者应用多次局部自适
应二值化来找不同大小的文本 [69, 51]。另外，一些预处理过程和后处理过程也
可用同样方法加速。例如灰度值的范围可用于估计灰度图像的局部对比度 [107]，
一阶矩可以用于在二值图像中寻找孤立的前景或背景像素。

一般地，本文所用技巧的应用决不限于二值化，它能被应用到图像处理中的
一些其它任务以消除积分图像的若干典型用法，并且仍然有在大致保持速度的
前提下节省内存的效果。比如说，双边滤镜 [90] 和导向滤镜 [37] 之类的滤镜的
实现既不需要积分直方图也不需要积分图像，它们的应用包括细节增强、去雾、
光照调整、样式化、联合上采样和匹配。由于它们可能需要应用在移动设备如相
机上，故计算开销是一个考虑因素。通过一些小修改可得到更大的灵活性，例如
滑动窗口的中心不一定为当前像素，多个滑动窗口可以同时考虑等等。然而，它
并不能在所有情况下取代积分图像，因为积分图像容许随机访问任意矩形中的
总和，而这技巧只能按一定顺序获取总和。
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基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 3.2 局部自适应二值化方法

图 3-6 窗口大小与二值化运行时间的关系

速度评测

为了检验本文实现的性能，我们实现了 Sauvola方法的三种串行算法：直接
算法、基于积分图像的算法和本文提出的算法。我们也同时评测了一些其它方
法。所有实验用到的程序已经公开1。
我们测量了二值化来自 2009 年与 2018 年间历次文档图像二值化竞赛（the

Document Image Binarization COntests，DIBCO）和手写文档图像二值化竞赛
（Handwritten Document Image Binarization COmpetitions，H-DIBCO）[91] 的

116 张图片所用的时间。实验在一台带 Intel® Core™ i5-7500 CPU @ 3.40GHz
和 8 GB 内存的机器上进行。不论对 Sauvola 方法还是 Bernsen 方法，图3-6都
验证了本文实现的运行时间与窗口大小无关，与直接实现不同。表3-2显示了窗
口大小为 21 时具体的计算时间。对 Sauvola 方法，本文实现大约比基于积分图
像的实现快了一倍，但仍然比 Otsu 方法慢。值得注意的是，用于避免积分图像
的增量方法与强度削减技巧都有助于加速，虽然前者主要为节省内存而引入。

1代码见https://github.com/chungkwong/binarizer。
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第三章 图像预处理 基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究

表 3-2 各个二值化方法的运行时间

方法 平均时间（秒/图片）

固定阀值 0.00096
Otsu 方法 0.00151
Sauvola 方法（直接实现） 0.47614
Sauvola 方法（积分图像实现） 0.02739
Sauvola 方法（积分图像实现加上强度削减） 0.01619
Sauvola 方法（本文实现去除强度削减） 0.02458
Sauvola 方法（本文实现） 0.01349
Bernsen 方法（直接实现） 0.48895
Bernsen 方法（本文实现） 0.07483

3.3 细化

细化把一个二值图像化为单位线宽的骨架，同时尽可能保持拓扑结构。图3-
7对比了骨架化前后的样子。
本文选用 Wang 和 Zhang [119] 的细化算法，它是 Zhang 和 Suen [139] 的

算法的一个较好地保持斜线形状的变种。这类细化算法的工作原理是不断寻找
可以安全地删除的前景像素，直至图像中再没有这样的前景像素。其中，判断一
个像素能否删除仅看它的 8-邻域内的其它前景像素的分布情况。
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基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 3.4 本章小结

(a) 骨架化前 (b) 骨架化后

图 3-7 细化的例子

3.4 本章小结

预处理阶段的目的在于提高信噪比和规范化图像，从而简化后续处理。这阶
段的必要步骤为二值化和细化，它们分别被用于去除非文本成分和最小化笔划
的宽度。由于要在完整的输入图像上进行操作，这阶段可能成为笔划提取过程
中相对耗时和占用较多内存的部分。因此，优化其速度和内存占用是有意义的，
这对资源受限设备上的实时应用尤为重要。为此，我们为一大类常见的局部自
适应二值化方法提出了内存高效的快速实现。特别地，假定输入灰度图像大小
为 H ×W 而窗口大小为 h × w，Sauvola 方法和其它 Niblack 型方法的各种实
现的复杂度如表3-3所示，本文方法在理论和实验上都明显优于流行的积分图像
法，同时时空权衡比直接算法更平衡。

表 3-3 Sauvola 方法不同实现的复杂度

算法 时间复杂度 辅助空间复杂度

直接算法（Sauvola 等，2000） Θ(HWhw) Θ(1)

积分图像法（Shafait 等，2008） Θ(HW ) Θ(HW )

本文方法 Θ(HW ) Θ(min{H,W})
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第四章 笔划提取算法

4.1 概述

本章提出一个适用于手写数学公式的笔划提取算法，图4-1勾画了这个算法。
这个算法和一些常规的笔划提取算法一样基于过切分的思想：首先把骨架拆解
为子笔划，再把子笔划自底而上地合并为笔划。在理想情况下，每条边恰好属于
一条路径而笔划都是光滑的，于是一个简单的贪婪搜索即可。在现实中，一些来
自噪声的边应该被忽略，而另外一些来自重笔的边应该被重复经过。因此，搜索
前要先作噪声去除，而搜索后要作重笔修正。与很多其它笔划提取算法不同的
是，我们的算法需要重建笔顺，而数学公式有更复杂的平面结构，不像自然语言
文本那样简单地从左到右或从右到左地书写。不过通常而言，从左上到右下的书
写顺序往往是可以接受的。
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⻣架
笔划序列

笔划集合

定向笔划
集合

跟踪

笔划排序

⽅向检测

路径集合

⼦笔划图

顶点和边

笔顺规范化

线段和
端点

⻣架分解

图表⽰

噪声去除 重笔修正

笔划过切分 笔划重组

图 4-1 笔划提取的主要步骤

4.2 过切分

4.2.1 骨架分解

骨架的图表示是本文的核心数据结构，它通过把骨架分解为线段和端点而
构造出来。

我们把在 8 邻域内有另外两个前景像素而这两个像素不在对方的 4 邻域内
的前景像素称为线段像素，其它前景像素则称为端点像素。图4-2可视化了这规
则，这个分类方式是一个局部算子。

线段像素集的一个连通分支被称为线段，而端点像素集的一个连通分支被
称为端点，线段的全体和端点的全体可以用任何标准的连通域分析算法 [38] 求
得。图4-3展示了一个分解后的骨架，其中不同线段用不同颜色表示，而端点均
用黑色表示。

对于每条线段 Si，它的像素可以排成一列使相邻的像素在对方的 8 邻域中，
形式地，

Si = {pi,1, . . . , pi,ℓi}， (4-1)

其中对 k = 2, . . . , ℓi，pi,k 在 pi,k−1 的 8 邻域中。若 pi,1 在 pi,ℓi 的 8 邻域中，线
段拓扑上为圆且不碰到任何其它线段或端点，除非 ℓi = 1；否则，线段拓扑上为
直线段，pi,1 恰好碰到一个端点而 pi,ℓi 也如此，线段的中间像素不碰到任何其它
线段或端点。

为了一致性，我们给每个圈强加一个 “端点” 以保证每条线段有一个起始像
素和一个结束像素，它们分别碰到一个端点。这样就可以把端点看作图论意义下
的顶点，把线段看作连接两个顶点（可能重合）的边。进一步，这无向图中的路
径对应于可能的笔迹，图的连通分支对应于骨架的连通分支。图4-5a展示图4-3中
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基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 4.2 过切分

(a) 这些 3× 3 窗口的中心为线段像素

(b) 这些 3× 3 窗口的中心为端点像素

图 4-2 前景像素分类的例子

图 4-3 线段和端点的例子
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图 4-4 笔划宽度估计的例子

骨架对应的图。

4.2.2 噪声去除

二值图像中的次要特征如椒盐噪声会影响骨架，椒噪声引致孤立的端点而
盐噪声引致很短的线段，细化也可能引致形变。由于它们会干扰笔划提取和联机
识别，需要设法从图中去除它们。由于绝对的阀值不适用于不同分辨率的图片，
我们使用笔划宽度作为参照长度。
笔划宽度变换是一个为每个前景像素赋予笔划宽度估计值的图像算子，它

被用于场景文本检测 [26]，因为笔划被视为由宽度局部近似为常数的前景像素组
成。一个像素的笔划宽度可以由穿过它的四个方向游程 [28] 中最短者的长度估
计，如图4-4中方格表示前景像素而箭号表示实心像素的四个方向游程，实心像
素的笔划宽度被估计为红色箭号的长度，它是四者中最短的。这样，只要缓存在
特定方向找到的像素数，笔划宽度变换用时相对于二值图像大小线性。
对一个像素集合，可以用其中像素的笔划宽度的最大值来估计其宽度。进

而，可以用各线段宽度的平均值来估计笔尖大小。现在，用于去除噪声的规则可
叙述如下：

1. 如果一条边的宽度小于笔尖大小的某个倍数，则把它从图中去除并合并与
之邻接的两个顶点。

2. 如果一个孤立顶点的宽度小于笔尖大小的某倍数，则把它从图中去除。
图4-5b展示了图4-3中骨架的简化图，原图中有两条来自短线段的边，它们

被用绿色标出。其中一条是自环，它在简化图中被移除。另一条关联两个不同的
顶点，两者在简化图中被合并。
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基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 4.3 笔划重组

(a) 简化前 (b) 简化后

图 4-5 噪声去除的例子

4.3 笔划重组

4.3.1 笔划跟踪

显然，图中的孤立顶点对应于数学公式中的点，如小数点或 “i” 上面的点。
因此，我们把各 0 度顶点分别提取为只有一个点的笔划。另外，骨架图中的路
径是笔划的候选。虽然可能存在多种方式把边组合成路径，但某些路径更可能是
人为的笔迹。以下是一些启发式原则：

• 笔划的数目应该尽可能少。因为让笔离开纸需要额外的时间，一笔划就最
好了。

• 相邻线段间的夹角应该尽可能小。因为突然拐角要减速，流畅的笔划最好
是光滑的。
基于以上考虑，我们用自底而上的聚类把每条边刚好指派到一条路径。开始

时，每条边单独作为路径。其后，如果有一对路径有公共的起终点，选一对夹角
最小的合并。重复这过程至没有路径可以再合并。
值得注意的是，两个原则不完全一致。如果觉得笔划数更重要，可以通过把

各路径和与之有公共顶点的回路合并来达到最少，就像找 Euler 路径的算法中
的做法。

4.3.2 重笔修正

有时，同一条线段应该被多条笔划共享或者出现在同一笔划中多次，例如表
达式 “nx” 如图4-6a所示的一种常见写法中，洋紫色顶点间的边被重复经过。这
时，前述的跟踪方法会产生太多笔划，如图4-6b所示，使得简单的跟踪方法不能
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(a) 重笔 (b) 简单笔划

图 4-6 重笔修正的例子

正确地恢复它们。

为了修正重笔，我们寻找应该被共享的线段以便重新连接被断开的笔划，这
种线段应该满足以下条件：

• 线段起点与终点不同且都是图中的奇度顶点。否则把它重复后，奇度顶点
的数目仍然不会下降。

• 起点与终点分别为上一节给出的路径的起终点，而且夹角不接近于 π/2。
这条件可防止 “T” 的两条笔划被合并。

4.4 笔顺规范化

4.4.1 笔划方向检测

笔划跟踪的方式自然地给出了每条笔划里点的一种顺序，但相反的顺序可能
更合理。我们按照人们通常由左到右、由上而下地书写的惯例来推测每条笔划的
方向。设笔划首个点和最后一点的坐标分别为 (xSTART, ySTART)和 (xEND, yEND)，
则

αxEND + (1− α) yEND < αxSTART + (1− α) ySTART (4-2)

时颠倒其方向，其中 α 为可通过实验选取的正参数。

4.4.2 笔划排序

虽然有些数学公式识别系统不受笔划顺序影响 [8, 3]，但其它系统用笔顺来
对搜索空间剪枝，因而对笔顺敏感 [103, 54]。事实上，笔顺规范化正是把一个依
赖于笔顺的识别器转化为一个笔顺无关识别器的方法 [55]。
同一公式可能可以用不同的笔顺写出。比如说，一些人先写根号而其它人先

写被开方数。因此，不能期望可精确地恢复原始笔顺，可以做的只是给予一个合
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图 4-7 笔划排序的例子

理的笔顺。有时，笔划提取器的错误也可以视为一种修正，可能可以通过消除罕
见的笔顺来提高准确度 [116]。
我们按照人们通常由左到右、由上而下地书写的惯例来推测笔划顺序，虽然

存在一些例外如人们通常先写求和号再写上限。我们使用两步走的方法对笔划
排序。首先，通过递归投影对笔划分组，并由左到右、由上而下地对各组排序。
然而，根号内的笔划的顺序不能这样确定，所以我们再对各组内的笔划进行拓扑
排序。笔划 Ti 先于 Tj 的条件是以下之一成立：

• Ti 在 Tj 的左方并且两者到 y 轴（但不是 x 轴）的投影相交；
• Ti 在 Tj 的上方并且两者到 x 轴（但不是 y 轴）的投影相交。

进一步的歧义可以用外接矩形左上角的坐标解决，或者使用别的什么启发式规
则。图4-7展示了对笔划排序的方式，图中水平或垂直的虚线分隔了由递归投影
切分生成的分组，箭头表示拓扑排序中的 “先于” 关系，红色数字标示了得出的
笔划的顺序。

4.5 笔划提取的准确度

我们在 CROHME 系列数据集上测试了前面描述的笔划提取算法。
首先，我们考虑忽略笔顺时笔划提取的准确度。测试方法是对比原始笔划集

和渲染后再提取得到的笔划集，其中当且仅当两条笔划间的 Hausdorff距离小于
用于渲染的笔划宽度的 4 倍时认为它们匹配。实验结果见表4-1，超过一半表达
式的笔划集能被本文算法正确地恢复。值得注意的是，我们看到有部分错误其实
是可以接受的，比如把 “x” 的一种写法变为另一种写法，参见图4-8。
接着，我们测试笔划方向检测的准确率。测试方法为对数据集中每条笔划，
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表 4-1 忽略笔顺时笔划提取的准确率

CROHME 数据集
笔划 表达式

召回率（%） 精度（%） 准确率（%）

2014 测试集 91.23 90.75 53.25
2016 测试集 92.41 92.45 58.41
2019 测试集 90.24 90.43 50.29

(a) 原始写法 (b) 提取结果

图 4-8 可以接受的笔划提取错误的例子
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表 4-2 笔划方向检测的准确率

α
各 CROHME 数据集上的准确率（%）

2014 测试集 2016 测试集 2019 测试集

0.0 77.70 79.32 77.61
0.1 85.91 88.82 86.24
0.2 91.66 94.09 91.74
0.3 93.74 95.26 93.31
0.4 94.38 95.46 93.84
0.5 94.04 94.99 93.63
0.6 92.16 93.12 92.01
0.7 89.79 90.28 89.72
0.8 86.45 86.61 86.83
0.9 80.91 80.47 81.70
1.0 73.99 72.37 76.09

表 4-3 笔划排序的准确率

方法
准确率（%）

2014 测试集 2016 测试集 2019 测试集

随机 2.64 1.05 1.00
从左到右 27.59 27.72 26.11
本文方法 36.11 39.58 39.12

检查确定出的方向是否与真实方向相同。表4-2列出了 α取不同值时的实验结果，
大部分笔划的方向是可以准确确定出来的。基于这个实验，后面章节的实验中都
把 α 固定为 0.4。

然后，我们考虑笔划排序的准确率。测试方法为对每条公式，（伪）随机地
打乱笔划顺序再检查笔划排序结果是否与原来的顺序相同。作为对比的基准，我
们也测试了两种平凡的排序方法，其中一种什么都不干，而另一种按笔划外接
边框左上角的位置从左到右地排。表4-3表明本文方法明显优于基准方法。同时，
我们注意到大部分错误其实也可以接受，比较严重的错误可以分为两类：

• 出现由递归投影切分导致的错误分组。例如算法认为图4-9a中公式 “ lim
n→∞

1

n
”

的下标 “n” 在字符 “i” 之前，因为它与 “l” 被分到同一个水平组。
• 出现一个符号在另一个的右上方的情况，这时左到右与上到下的惯例冲突。
例如算法认为图4-9b中公式 “

√
a2 − a1” 的下标 “2” 在运算符 “−” 后才写，

因为 2 在减号的下方。
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(a) 带错误的分组的例子
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(b) 带错误 “先于” 关系的例子

图 4-9 典型笔划排序错误的例子

当同时考虑笔划及其顺序时，本文算法分别准确地提取了 CROHME 2014、
2016 和 2019 数据集中 23.43%、26.16% 和 23.94% 公式的笔划序列。诚然，即
使考虑到一些情况下提取结果与原始的不同而仍然在可以接受的范围内，这个
笔划提取准确率也不算高。幸而，笔划提取的准确率对整个脱机识别系统的准确
率来说不一定是关键的。

4.6 本章小结

仿照普通笔划提取算法，我们采用过切分再重组的策略。为了优化笔划提取
的准确率，我们增加了步骤以去除噪声和修正重笔。由于不少联机手写数学公式
识别系统对笔顺敏感，最后还要进行笔划方向检测和笔划排序。在设计笔划提取
算法期间，我们是先确定评价指标，再用试验来微调算法以改善有关指标的。
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5.1 概述

基于笔划提取的脱机手写数学公式识别的最后一个步骤是识别被提取出来
的笔划，如图5-1所示。这就需要一个联机手写数学公式识别系统来把笔划序列
转换为公式的语法树。为了说明本方法不依赖于非常规的联机识别系统，本章
不会设计新的联机手写识别方法，只会说明如何把现有的系统用于本文的目的，
而它们在被设计出来时压根没有考虑过会被这样用。在笔划提取足够准确时，原
封不动地使用现成的联机手写数学公式识别系统即可得到理想的准确性。在笔
划提取不太准确时，重新训练联机识别系统以让其熟悉提取出的人工笔划有利
于提高准确性。

联机识别

笔划序列 公式

\frac{x^{2}}{n}

<mfrac>
<msup>

    <mi>x</mi>
    <mn>2</mn>
  </msup>
  <mi>n</mi>
</mfrac>

抽象语法树

分式

上标

x 2

n

LaTeX

MathML

标记语⾔

图 5-1 联机手写数学公式识别
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5.2 现成的系统

MyScript 是目前最顶尖的联机手写数学公式识别系统之一。它和它的前身
Vision Objects 接连 CROHME 2012 [72]、CROHME 2013 [74]、CROHME 2014
[73] 和 CROHME 2016 [70] 的联机数学公式识别项目都以压倒性的准确率取得
冠军，它在 CROHME 2019 的联机数学公式识别项目中也提交过准确率最高的
结果，仅因为竞赛期间因操作失误撤回了它而失去了竞赛的冠军。MyScript 分
析公式中各部分间的位置关系以找出符合语法的切分假设。MyScript 的符号识
别器结合了两个人工神经网络，一个是处理若干静态特征（如投影）和动态特
征（如方向和曲率）的深度多层感知器，另一个则是直接处理输入笔划的双向
LSTM递归神经网络，其中后者用了 CTC损失函数去训练。同时，MyScript结
合了一些统计语言模型和基于 LSTM 的语言模型来利用上下文信息以微调符号
识别结果。虽然 MyScript 的结构分析模块对笔顺不太敏感，但符号识别模块对
笔顺是敏感的。

MyScript 提供了软件开发工具包，可供开发者有限度地免费使用。本文主
要实验中使用发布于 2019年 3月的 MyScript Interactive Ink版本 1.31，它提供
了 Windows、iOS 和 Android 平台上的原生版本，另有云版本。本文主要实验
使用的是适配 Android 平台的。MyScript 提供了一些配置选项，我们把大部分
选项维持在默认值，而只使用了定制的语法以消除不出现在 CROHME 数据集
中的符号和构造，该语法如表5-1所示，其中 “< start >” 为开始符号。
虽然 MyScript 是一个优秀的联机数学公式识别系统，但它对一般开发者来

说很大程度上是个黑盒。灵活性的不足使一些较深入的实验难以进行，例如那些
需要对联机识别系进行重新训练的实验。重新训练使得我们可以报告本文方法
在公开数据集上的表现，以便公平地与其它脱机识别系统相比较。同时，这也使
我们能探讨数据集工程方法。

1这个识别器的文档见https://developer.myscript.com/docs/interactive-ink/1.3/overview/
about/。
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表 5-1 针对 CROHME 数据集的定制语法

< start > ::= < term >

< term > ::= < operand >

| < symbol2 >

| < symbol4 >

| < term >< term >

| <term>
<term>

| < operand ><term>

| < operand ><term>

| < operand ><term>
<term>∣∣∣ < symbol3 >

< term >∣∣∣∣∣
< term >

< symbol4 >

< term >

<operand> ::= < symbol1 >

|
√
< term >

| <term>
√
< term >

| < symbol5 >< term >< symbol6 >

< symbol1 > ::= ‘0’ | ‘1’ | ‘2’ | ‘3’ | ‘4’ | ‘5’ | ‘6’ | ‘7’ | ‘8’ | ‘9’
| ‘A’ | ‘B’ | ‘C’ | ‘E’ | ‘F ’ | ‘G’ | ‘H’ | ‘I’ | ‘L’
| ‘M ’ | ‘N ’ | ‘P ’ | ‘R’ | ‘S’ | ‘T ’ | ‘V ’ | ‘X’ | ‘Y ’
| ‘a’ | ‘b’ | ‘c’ | ‘d’ | ‘e’ | ‘f ’ | ‘g’ | ‘h’ | ‘i’ | ‘j’ | ‘k’
| ‘l’ | ‘m’ | ‘n’ | ‘o’ | ‘p’ | ‘q’ | ‘r’ | ‘s’ | ‘t’ | ‘u’
| ‘v’ | ‘w’ | ‘x’ | ‘y’ | ‘z’ | ‘∆’ | ‘α’ | ‘β’ | ‘γ’
| ‘θ’ | ‘λ’ | ‘π’ | ‘σ’ | ‘φ’ | ‘ϕ’ | ‘µ’ | ‘<’ | ‘>’ | ‘!’
| ‘/’ | ‘∞’ | ‘sin’ | ‘cos’ | ‘tan’ | ‘lim’ | ‘log’

< symbol2 > ::= ‘+’ | ‘-’ | ‘±’ | ‘×’ | ‘÷’ | ‘·’ | ‘=’ | ‘′’ | ‘,’ | ‘.’
| ‘. . .’ | ‘→’ | ‘∃’ | ‘∈’ | ‘̸=’ | ‘≤’ | ‘≥’ | ‘∀’

< symbol3 > ::= ‘
∑

’ | ‘
∫

’ | ‘lim’
< symbol4 > ::= ‘

∑
’ | ‘
∫

’
< symbol5 > ::= ‘(’ | ‘[’ | ‘{’ | ‘|’
< symbol6 > ::= ‘)’ | ‘]’ | ‘}’ | ‘|’
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5.3 端到端可训练的系统

5.3.1 序列到序列模型

跟踪、注意和解析（Track, Attend, and Parse，TAP）[134]是一个开源的端
到端可训练联机手写数学公式识别系统2。也就是说，只要有一些数学公式的笔
划序列和对应的 LATEX 代码即可进行训练。这不仅可简化训练过程，例如不用
像传统的模块化系统那样要分别训练符号切分器、符号识别器和位置关系分类
器等组件，而且可减低人手标注数据的工作量，例如不一定需要输入与输出的对
齐信息。不过，由于端到端的人工神经网络模型对先验知识的要求低，需要收集
大量数据来训练。

TAP 把联机手写数学公式识别建模为从一个不定长序列到另一个不定长序
列的问题。笔划序列和数学公式分别被建模为由一些固定维数向量组成的序列，
其中前者中的每个元素对应于某笔划上的某个点，后者中的每个元素对应于某
LATEX单词。作为输入的笔划采样点的数目因笔划序列而异，而作为输出的 LATEX
代码的长度也因数学公式而异。

假设我们把笔划上的每个采样点分别用一个 F 维实向量表示，则笔划序列
可以表示为 x = (xk)

m−1
k=0，其中对任何 k = 0, . . . ,m− 1，有 xk ∈ RF。为了说明

对笔划序列进行编码的原理，例5.3.1给出了笔划序列的一种简单而完备的表示。
虽然直接用这种简单的表示是可行的，但我们希望避免对现有的联机识别系统
作不必要的改动，所以我们沿用了 TAP 实际使用的编码方式，它要比这例子稍
为复杂一些。首先，它忽略了部分信息量不大的采样点（如与相邻采样点太近或
与它们几乎成一直线的）和进行了坐标标准化 [140]。其次，它使用了带冗余的
8 维表示方式 [134]，其中有 4 维用于表示坐标的差分，剩下 1 维用于表示是否
不是某笔划的最后一个采样点。

例 5.3.1 一种编码方案用 3维向量表示一个采样点，前两维分别为横坐标和纵坐
标，最后一维表示它是否某笔划的最后一个采样点。按照这方案，图5-2所示的
笔划序列可以表示为

((−1.26,−1.58, 0), (−0.67,−1.78, 0), (0.05,−0.72, 0), (0.43,−1.01, 1),

(0.16,−1.96, 0), (−0.92,−0.49, 1),

(1.06,−2.86, 0), (1.61,−2.56, 0), (1.29,−1.69, 0), (1.78,−1.66, 1),

(−2.29, 0.51, 0), (2.21, 0.44, 1),

(−0.97, 1.35, 0), (−0.95, 2.88, 0), (−0.97, 1.86, 0), (−0.03, 1.58, 0),

(0.29, 1.94, 0), (0.20, 2.99, 1))

2TAP的原始版本见https://github.com/JianshuZhang/TAP。我们实际使用的程序、数据集和预训练
模型见https://github.com/chungkwong/mathocr-tap。
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(0.20, 2.99)

(0.29, 1.94)

(-0.03, 1.58)(-0.97, 1.35)

(-0.97, 1.86)

(-0.95, 2.88)

(-2.29, 0.51) (2.21, 0.44)

(-0.92, -0.49)

(-1.26, -1.58)

(-0.67, -1.78)

(0.05, -0.72)

(0.43, -1.01)

(0.16, -1.96)

(1.78, -1.66)

(1.61, -2.56)

(1.06, -2.86)

(1.29, -1.69)

图 5-2 笔划序列采样的例子

再假设我们所考虑的公式的 LATEX代码不涉及 S 个 LATEX单词 t1, . . . , tS 外
的其它单词，我们按标准的单词嵌入方法把这些单词分别用独热码表示为 RS+1

中的向量 e1 = (0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , eS = (0, 0, 0, . . . , 1)，而 e0 = (1, 0, . . . , 0) 则
用作表示结束符 t0。这样，LATEX 代码 ti0 · · · tin−1 可看作序列 y = (yj)

n
j=0 =(

ei0 , · · · , ein−1 , e0
)
。例5.3.2说明了如何对输出编码。

例 5.3.2 一种可能的单词嵌入字典如表5-2所示。注意到 LATEX代码 “\frac{x^{2}}{n}”
依次由单词 “\frac”、“{”、“x”、“^”、“{”、“2”、“}”、“}”、“{”、“n” 和 “}” 组
成，它们的编号依次为 79、53、27、71、53、61、106、106、53、75 和 106，所
以上述 LATEX 串对应于序列

(e79, e53, e27, e71, e53, e61, e106, e106, e53, e75, e106, e0)。

简单的序列至序列模型由编码器和解码器两部分组成，前者把不定长的输
入映射为固定维数的中间量，后者则把中间量映射为不定长的输出。编码器和解
码器又分别用隐 Markov 模型进一步拆解为多次应用从固定维数空间到固定维
数空间的映射，编码器每步把输入序列中的一个元素提供的信息加到中间量中，
而解码器每步则从中间量中提取信息以预测输出序列的一个元素。实际的 TAP
模型要更复杂一些，它的预测流程如算法5.1所示，其中 f 和 g 是已经设计好的
函数，而 Θ 则是在训练阶段确定的。
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表 5-2 LATEX 单词嵌入字典的例子

单词 编号 单词 编号 单词 编号 单词 编号

结束符 0 x 27 \Delta 54 \div 81
\geq 1 | 28 \neq 55 ! 82
\sqrt 2 \gamma 29 \forall 56 \phi 83
\leq 3 l 30 \alpha 57 ) 84
/ 4 ' 31 \times 58 - 85
\infty 5 + 32 \lim 59 1 86
\cos 6 \theta 33 . 60 5 87
, 7 3 34 2 61 9 88
0 8 7 35 6 62 = 89
4 9 \in 36 \lambda 63 A 90
8 10 \int 37 > 64 E 91
< 11 \sin 38 B 65 \beta 92
\pm 12 C 39 F 66 I 93
\log 13 G 40 \exists 67 M 94
\pi 14 \ldots 41 N 68 Y 95
H 15 S 42 R 69 ] 96
L 16 [ 43 V 70 \mu 97
P 17 _ 44 ̂ 71 a 98
T 18 c 45 b 72 e 99
X 19 \sigma 46 f 73 i 100
d 20 g 47 j 74 \sum 101
h 21 k 48 n 75 m 102
\} 22 o 49 r 76 q 103
\{ 23 s 50 v 77 u 104
p 24 w 51 z 78 y 105
t 25 ( 52 \frac 79 } 106
\tan 26 { 53 \rightarrow
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算法 5.1: TAP 识别算法框架
输入: 笔划序列的表示 x = (xk)

m−1
k=0

输入: 集束候选数上限 k

输出: 候选与置信度对的集合 Y

数据结构: 固定维数向量 z，记录对后续单词预测有用的信息
数据结构: 特征序列 C，每项表示对应于若干个样本点的特征
数据结构: 收敛向量 α，用于标记哪些样本点已经有对应的输出单词
数据结构: （未完成）候选的表示 y
数据结构: （未完成）候选的最后一个单词的表示 y

数据结构: （未完成）候选预测概率的负对数 s，越低表示候选越可靠
数据结构: 下一单词的预测概率分布 p = (pi)

S
i=0，其中 pi 表示下一单词为 ti 的预测概率

1 Y ← ∅;
2 (z,C)← f (x; Θ);
3 H ←

{(
λ, 0S+1, 0, z, 0|C|

)}
;

4 当 真 进行
5 H ′ ← ∅;
6 对于 (y, y, s, z, α) ∈ H 进行
7 (p, z′, α′)← g (y,C, z, α; Θ);
8 H ′ ← H ′ ∪ {(y ∗ (ej) , ej , s− log pj , z′, α′) | j ∈ {0, . . . , S}};
9 H ′ ← H ′ 中按第三分量排首 k 个元素组成的集合;

10 H ← ∅;
11 对于 T = (y, y, s, z, α) ∈ H ′ 进行
12 如果 y = e0 则
13 Y ← Y ∪ {(y, s)};
14 k ← k − 1;
15 否则
16 H ← H ∪ {T};
17 如果 k ≤ 0 则
18 跳出;
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5.3.2 训练方法

本文的主要实验中，训练方法仿照 TAP 原来的实验。训练阶段使用的优化
器为 adadelta。目标函数主要跟标注单词的表示与预测概率分布间的交叉熵有
关，在有对齐标注可用时也跟它与收敛向量间的交叉熵有关。每批一般由 8 条
数学公式组成。开始时学习率为 10−8，当进行 15 轮优化后在检验集上的单词错
误率都没有再改进时就把学习率降为原来的十分之一，直到再次出现 15 轮优化
都没有改善的情况。接着，引入参数噪声再重复上述过程，只是容许学习率下降
两次。

为了提高应用到提取出来的笔划时的准确性，应当使笔划提取器的输出与
联机识别器的预期输入更接近。于是在我们面前有两条路，一是改进笔划提取器
使之更忠实地还原书写的笔划，二是重新训练联机识别系统使之适应提取出的
人工笔划。改进笔划提取器看似是最明显的选择，但这是困难的。加入更多启发
式规则很快会导致严重的可维护性问题，而边际效益却在递减。因此，许多研究
者已经放弃了这一方向。开发数据驱动的笔划提取器是有希望的，但如果用卷积
神经网络和递归神经网络之类笨重的模型去预测笔迹，何不直接预测数学公式
本身？可见，重新训练联机识别系统是一个务实的选择。只要识别器在训练阶段
见过笔划提取器生成的人工笔划，它就应该能学会它们的含义。利用这个技巧，
人工笔划和书写笔划可以解耦，笔划提取器因而不用过于关注边角的情况。

5.3.3 形式语法模型

把几何模型和语言模型耦合在一起也有其缺点。首先，产生的语言模型往
往太弱，系统甚至不时会预测出一些不符合 LATEX 语法的串，因为手写数学公
式样本的收集和标记相当耗时，导致训练数据不足以让模型学会语法。相反，从
arXiv3或维基百科4之类的网站可以轻易地收集到海量的数学公式，可以用于训
练强大的语言模型。其次，模型的灵活性较低，因为应用到另一领域时不能单独
地修改语言模型。分领域训练的话则会使每个领域的训练数据都不足，从而导致
更差劲的几何模型。因此，把单独的语言模型整合到端到端系统中仍然是有意义
的。

在编译器中广泛应用的形式语言理论 [1] 给出了定义语言模型的一种方法，
限制输出序列严格地符合特定的语法在应用中是重要的。首先，这可以用于保证
输出的 LATEX 代码合法且对应于一条有意义的数学公式，从而可以安全地用作
其它软件的输入以对数学公式进行后续的自动化处理。例如表5-3给出的 LL(1)

语法定义了数学模式 LATEX 的一个子语言，它排除了一些明显不合法（如花括
号不配对或带没有分母的分式）或不合理（如有空分组）的串。其次，这使得在

3参见https://arxiv.org/。
4参见https://en.wikipedia.org/wiki/Main_Page。
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不重新训练的情况下定制系统用于识别某个子语言变得容易，就像一些商用的
手写识别系统可以通过设置不同的字典来识别不同类型的文档。比如说，简单的
化学反应式集和四则运算式集构成数学公式的子集，因此可以在大型手写数学
公式数据集上进行训练以学会更鲁棒的特征，同时防止在识别小学生的算术作
业时把 “6” 误识为 “σ” 之类的情况。
把常见的形式语言解析器集成到算法5.1中并不困难，只用为未完成候选维

护解析状态。算法5.2演示了如何集成针对 LL(1) 语法的表驱动预测分析器，稍
作修改后也可以用于解析 LL(k) 语法。更一般地，可以集成针对 LR(k) 语法的
移入-归约分析器，通过维护动态规划用表甚至可以集成适用于任意上下文无关
语法的 CYK 分析器。

5.3.4 组合模型

组合多个模型是提高分类器准确率的有效方法 [94]。在上述框架下容易通过
加权平均多个模型预测出的概率向量来组合模型。更准确地说，给定已确定参数
的模型 (f1, g1), . . . , (fℓ, gℓ) 和权重 β1, . . . , βℓ 使

ℓ∑
i=1

βi = 1， (5-1)

令
f (x) = ((z1, . . . , zℓ) , (C1, . . . ,Cℓ))， (5-2)

其中
(zi,Ci) = fi (x)， (5-3)

又令

g (y, (C1, . . . ,Cℓ) , (z1, . . . , zℓ) , (α1, . . . , αℓ)) =

(
ℓ∑

i=1

βipi, (z
′
1, . . . , z

′
ℓ) , (α

′
1, . . . , α

′
ℓ)

)
，

(5-4)
其中

(pi, z
′
i, α

′
i) = g (y,Ci, zi, αi)， (5-5)

则 (f, g) 即为组合模型。
我们可以组合几个同质的模型。从几个相互独立地随机初始化的参数出发

优化 TAP 模型，一般会得到几个不同的 TAP 模型，每个都分别抓住了稍为不
同的方面，于是把它们组合起来往往会得到一个更全面的模型。
我们也可以再组合一些异质的模型。特别地，组合在大量 LATEX 代码上训

练过的语言模型时，可以通过利用上下文信息来提高识别的准确性，使结果更符
合现实中数学公式的惯用法。在传统的光学字符识别中，语言模型对提高准确性
起了关键性的作用。如果相互独立地识别每个字符，则准确率会随着文本长度增
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表 5-3 数学模式 LATEX 子语言的 LL(1) 语法的例子

<start> ::= <beginning> <remaining>
<beginning> ::= <operand>

| <symbol2>
| ‘\frac’ <group> <group>

<remaining> ::= λ

| <term> <remaining>
<term> ::= <beginning>

| ‘_’ <group>
| ‘^’ <group>

<group> ::= ‘{’ <start> ‘}’
<operand> ::= <symbol1>

| ‘\sqrt’ <sqrt>
| ‘(’ <start> ‘)’
| ‘[’ <start> ‘]’
| ‘\{’ <start> ‘\}’

<sqrt> ::= <group>
| ‘[’ <start> ‘]’ <group>

<symbol1> ::= ‘0’ | ‘1’ | ‘2’ | ‘3’ | ‘4’ | ‘5’ | ‘6’ | ‘7’ | ‘8’ | ‘9’
| ‘A’ | ‘B’ | ‘C’ | ‘E’ | ‘F’ | ‘G’ | ‘H’ | ‘I’ | ‘L’
| ‘M’ | ‘N’ | ‘P’ | ‘R’ | ‘S’ | ‘T’ | ‘V’ | ‘X’ | ‘Y’
| ‘a’ | ‘b’ | ‘c’ | ‘d’ | ‘e’ | ‘f’ | ‘g’ | ‘h’ | ‘i’ | ‘j’ | ‘k’
| ‘l’ | ‘m’ | ‘n’ | ‘o’ | ‘p’ | ‘q’ | ‘r’ | ‘s’ | ‘t’ | ‘u’
| ‘v’ | ‘w’ | ‘x’ | ‘y’ | ‘z’ | ‘\Delta’
| ‘\alpha’ | ‘\beta’ | ‘\gamma’ | ‘\theta’ | ‘\lambda’
| ‘\pi’ | ‘\sigma’ | ‘\phi’ | ‘\mu’ | ‘<’ | ‘>’ | ‘!’
| ‘/’ | ‘\infty’ | ‘\sin’ | ‘\cos’ | ‘\tan’ | ‘\log’
| ‘\lim’ | ‘\sum’ | ‘\int’

<symbol2> ::= ‘+’ | ‘-’ | ‘|’ | ‘\pm’ | ‘\times’ | ‘\div’
| ‘=’ | ‘'’ | ‘, ’ | ‘.’ | ‘\ldots’ | ‘\rightarrow’ | ‘\exists’
| ‘\in’ | ‘\neq’ | ‘\leq’ | ‘\geq’ | ‘\forall’
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算法 5.2: 带 LL(1) 语法约束的 TAP 识别算法框架
输入: 笔划序列的表示 x = (xk)

m−1
k=0

输入: 集束候选数上限 k

输入: LL(1) 语法 G 的预测分析表 T，

T (X, a) 表示解析非终结符 X 时若序列首个符号为 a 的话要用的产生式
输出: 候选与置信度对的集合 Y

数据结构: 固定维数向量 z，记录对后续单词预测有用的信息
数据结构: 特征序列 C，每项表示对应于若干个样本点的特征
数据结构: 收敛向量 α，用于标记哪些样本点已经有对应的输出单词
数据结构: （未完成）候选的表示 y
数据结构: （未完成）候选的最后一个单词的表示 y

数据结构: （未完成）候选预测概率的负对数 s，越低表示候选越可靠
数据结构: 预测分析栈 t，用于记录解析状态
数据结构: 下一单词的预测概率分布 p = (pi)

S
i=0，其中 pi 表示下一单词为 ti 的预测概率

1 Y ← ∅;
2 (z,C)← f (x; Θ);
3 H ←

{(
λ, 0S+1, 0, z, 0|C| , (t0, < start >)

)}
;

4 当 真 进行
5 H ′ ← ∅;
6 对于

(
y, y, s, z, α, t

)
∈ H 进行

7 (p, z′, α′)← g (y,C, z, α; Θ);
8 H ′ ← H ′ ∪

{(
y ∗ (ej) , ej , s− log pj , z′, α′, t

)
| j ∈ {0, . . . , S}

}
;

9 H ′ ← H ′ 中按第三分量排首 k 个元素组成的集合;
10 H ← ∅;
11 对于 T =

(
y, y, s, z, α, t

)
∈ H ′ 进行

12 当 真 进行

13 X ← t 的栈顶 ;

14 如果 X 为终结符 则

15 如果 X = y 则 从 t 弹出栈顶 否则 t← (< error >) ;

16 跳出 ;

17 否则

18 如果 T (X, y) 为某产生式 “X ← X1 · · ·Xℓ” 则

19 从 t 弹出栈顶 ;

20 依次把 Xℓ, · · · , X1 压入栈 t ;

21 否则

22 t← (< error >) ;

23 跳出 ;
24 如果 y = e0 则

25 如果 t 为空 则 y 对应的序列符合语法 G

26 Y ← Y ∪ {(y, s)};
27 k ← k − 1;
28 否则

29 如果 t ̸= (< error >) 则 y 对应的序列可能是符合语法 G 的序列的前缀

30 H ← H ∪
{(

y, y, s, z, α, t
)}

;

31 如果 k ≤ 0 则
32 跳出;
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加而迅速递减。语言模型则利用自然语言中的冗余性来纠错，从而使得长文本
的识别更为可靠。例如识别系统光从形状上看很难区分 “周曰” 和 “周日”，但是
它会根据后者在语料库中出现频率更高而更倾向于后者。数学公式虽然更紧凑，
但仍然存在冗余，这种冗余有助于区分一些仅从形状难以区分的符号和空间位
置关系。
语言模型可以被视为前述框架在编码器退化时的情况。在经典的自然语言

处理中，常常用前面 n 个词来预测下一个词，这种简单的统计语言模型不太适
合存在远距离依赖的情况（如存在多层嵌套的括号时）。基于递归神经网络的模
型则可以利用所有过往历史，部分实验中将使用小型的单层 LSTM 语言模型。

在主要实验中，同质模型会使用相同的权重，而 TAP 模型与语言模型的相
对权重则通过在检验集上进行实验来确定。

5.4 本章小结

本章介绍了主要实验中需要用到的联机手写数学公式识别系统及其用法。对
于现成的联机识别系统如 MyScript，可以直接应用。对于可供开发者重新训练
的联机识别系统如 TAP，用提取出的笔划进行训练有望进一步提升用于脱机识
别时的准确性。为了确保基于笔划提取的脱机识别系统不依赖于专门为此设计
的联机识别系统，我们仅使用现有且具代表性的联机识别系统。因为避免分别
开发联机和脱机系统所需的重复劳动正是笔划提取方案的其中一个主要的优点，
我们坚决抵制了设计新型联机识别系统的冲动。
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6.1 概述

为了检验基于笔划提取的脱机手写数学公式识别系统能否保留联机手写数
学公式识别系统高准确性和低资源占用的优点，我们在权威的公开数据集上用
公认的评价指标进行了一系列的实验。首先，我们原封不动地用了一个已经产品
化的联机手写数学公式识别系统来识别提取出的笔划，进而确定本法的准确性
是否与其它脱机手写数学公式识别方法可比。其次，我们用提取出的笔划重新
训练了一个联机手写数学公式识别系统，从而检查该系统能否适应提取出的笔
划，以及一个模型能否同时适用于书写笔划和提取出的笔划。另外，我们在类型
广泛的设备上分别进行了性能测试，由此检验本法是否具有识别速度快和低内
存占用的特性。最后，我们通过消融研究检验了笔划提取算法中各步骤的作用。

6.2 数据集和评价方法

6.2.1 数据集

我们在两个公开数据集上测试过本文提出的系统。
CROHME 系列数据集 [75] 是手写数学公式识别领域最权威的数据集。竞

赛组织者通过要求一些志愿者在笔式平板电脑、指式平板电脑或电子白板上书
写指定数学公式来收集对应的笔迹，然后用半自动化的方法标注笔划与符号间
的对应关系。表6-1总结了这系列数据集的规模。虽然这些数据集原来被用于评
测联机识别系统，但由于可以通过渲染笔迹得到数学公式图像，这数据集近年也
常常被用于评价脱机识别系统。在 CROHME 2019 的任务 2（脱机手写公式识
别）[63]，竞赛组织者官方提供了一个把手写数学公式渲染为 1010 × 1010 像素
图片（其中每边有 5 像素填充）的脚本，我们的实验也会沿用这个约定。

OffRaSHME 数据集 [117] 是一个专门用来评测脱机手写数学公式识别系统
的数据集。竞赛组织者要求志愿者在纸上书写指定的数学公式然后通过扫描得
到图片。训练集有 19749 条公式的图片和对应的符号标签图，其中 9749 条数学
公式同时提供了对其中各符号位置的标注，测试集则有 2000 条公式的图片。
两个数据集的难度不能直接比较。一方面，CROHME 数据集中的图片笔划

分明且接近等宽（如图6-1所示），OffRaSHME 数据集中的图片则往往带有更多
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表 6-1 CROHME 数据集中的公式数目

年份 训练集 验证集 测试集

2011 921 - 348
2012 1336 - 488
2013 8836 - 671
2014 8836 - 986
2016 8836 986 1147
2019 9993 986 1199

图 6-1 CROHME 数据集中数学公式图片的样本

噪声，这使正确提取笔划变得困难。例如 OffRaSHME 数据集常有如图6-2a所示
的断裂笔划、如图6-2b所示的粘连笔划、如图6-2c所示的椒盐噪声和图6-2d所示
的删改。另一方面，CROHME 数据集的训练集较小，同时其中的公式总体而言
更复杂一点，这增添了 CROHME 竞赛的难度。例如 OffRaSHME 测试集中公
式的规范化 LATEX 表示平均有约 13.4 个单词，而 CROHME 2016 测试集中公式
的规范化 LATEX 表示平均有约 17.7 个单词。

6.2.2 评价方法

为了与其它手写数学公式识别系统作出有意义的比较，不但要使用相同的
测试集，而且有必要使用相同的评价指标。目前脱机手写数学公式识别系统评
测用的主流指标是基于符号标签图计算的表达式级度量，它们同时被 CROHME
2019 和 OffRaSHME 2020 两个主要竞赛官方采用。为了叙述的便利，以下假设
数据集中的公式只有行、上下标、分式和根式这些结构元素，从而符合表6-2所
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(a) 一张带断裂笔划的图片 (b) 一张带粘连笔划的图片

(c) 一张带椒盐噪声的图片 (d) 一张带删除线的图片

图 6-2 OffRaSHME 数据集中数学公式图片的样本

示的语法。这个假设对于 CROHME 数据集和 OffRaSHME 数据集中的公式都
是成立的，但以下内容也容易推广到涉及其它结构元素的情况。
首先说明如何把一条数学公式表示为符号标签图。符号标签图中的每个顶

点对应于数学公式中的一个符号（包括分数线和根号），顶点被赋予相应符号类
别作为值（标签），顶点按相应符号在公式中的绝对位置标识。符号标签图中的每
条有向边对应于数学公式中的一对有特殊位置关系的符号，有向边被赋予相应
符号间的位置关系类别作为值（标签）。数学公式中符号间的位置关系对应于符
号标签图中的一条有向边，边被赋予相应的位置关系作为值（标签）。算法6.1形
式地给出了符号标签图准确的构造方法：若

G(E , O) = (VE , EE , LE)， (6-1)

则属性图

(V,E, vV , vE) = ({v|(v, l) ∈ VE} , {e|(e, l) ∈ EE} , VE , EE) (6-2)

称为数学公式 E 的符号标签图，其中 V 和 E 分别为顶点集和边集，而 vV 和
vE 分别为顶点和边的赋值函数。

例 6.2.1 图6-3给出了二次方程求根公式 “x = −b±
√
b2−4ac
2a

”的符号标签图。每个方
框表示一个顶点，顶点的值被写在方框内；每个箭号表示一条有向边，边的值被
写在箭号旁。在图中每个顶点都有一个惟一的名字，由从根到它的路径决定，例
如符号 “c” 对应顶点的名字为 “ORRAboveRRRInsideRRRR”。

接着说明如何定义两条数学公式之间的距离。给定一条数学公式，假设标注
公式和识别结果的符号标签图分别为 (V1, E1, vV,1, vE,1) 和 (V2, E2, vV,2, vE,2)，则
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表 6-2 涵盖 CROHME 数据集中公式的一种图语法

< start > ::= < mrow >

< msub > ::= < mrow ><mrow>

< msup > ::= < mrow ><mrow>

< msubsup > ::= < mrow ><mrow>
<mrow>

< munder > ::=
∑

<mrow>
|
∫

<mrow>
| lim
<mrow>

< munderover > ::=
<mrow>∑
<mrow>

|
<mrow>∫
<mrow>

< mfrac > ::= <mrow>
<mrow>

< msqrt > ::=
√
< mrow >

< mroot > ::= <mrow>
√
< mrow >

< mrow > ::= < msub > | < msup > | < msubsup >

| < munder > | < munderover > | < mfrac >

| < msqrt > | < mroot > | < symbol >

< symbol > ::= ‘0’ | ‘1’ | ‘2’ | ‘3’ | ‘4’ | ‘5’ | ‘6’ | ‘7’ | ‘8’ | ‘9’
| ‘A’ | ‘B’ | ‘C’ | ‘E’ | ‘F ’ | ‘G’ | ‘H’ | ‘I’ | ‘L’
| ‘M ’ | ‘N ’ | ‘P ’ | ‘R’ | ‘S’ | ‘T ’ | ‘V ’ | ‘X’ | ‘Y ’
| ‘a’ | ‘b’ | ‘c’ | ‘d’ | ‘e’ | ‘f ’ | ‘g’ | ‘h’ | ‘i’ | ‘j’ | ‘k’
| ‘l’ | ‘m’ | ‘n’ | ‘o’ | ‘p’ | ‘q’ | ‘r’ | ‘s’ | ‘t’ | ‘u’
| ‘v’ | ‘w’ | ‘x’ | ‘y’ | ‘z’ | ‘∆’ | ‘α’ | ‘β’ | ‘γ’
| ‘θ’ | ‘λ’ | ‘π’ | ‘σ’ | ‘φ’ | ‘ϕ’ | ‘µ’ | ‘<’ | ‘>’ | ‘!’
| ‘/’ | ‘∞’ | ‘sin’ | ‘cos’ | ‘tan’ | ‘lim’ | ‘

∑
’ | ‘
∫

’ | ‘log’
| ‘+’ | ‘−’ | ‘±’ | ‘×’ | ‘÷’ | ‘·’ | ‘=’ | ‘′’ | ‘,’ | ‘.’
| ‘. . .’ | ‘→’ | ‘∃’ | ‘∈’ | ‘̸=’ | ‘≤’ | ‘≥’ | ‘∀’
| ‘(’ | ‘[’ | ‘{’ | ‘|’ | ‘}’ | ‘]’ | ‘)’

2

− b ± √
b − 4 a c

x = −

2 a

R R R Inside R

Sup

R R R

R R

Below

Above

R

图 6-3 数学公式的符号标签图的例子
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算法 6.1: 符号标签图构造函数 G 的实现
输入: 数学公式 E , 基线上最左顶点 P

输出: 顶点赋值函数 VE , 边赋值函数 EE , 基线上最右顶点 LE

1 如果 E = XY 则
2 (VX , EX , LX )← G(X , P ), (VY , EY , LY)← G(Y, LXSup);
3 VE ← VX ∪ VY , LE ← LX ;
4 EE ← EX ∪ EY ∪ {((LX , LXSup), Sup)};
5 否则如果 E = XY 则
6 (VX , EX , LX )← G(X , P ), (VY , EY , LY)← G(Y, LXSub);
7 VE ← VX ∪ VY , LE ← LX ;
8 EE ← EX ∪ EY ∪ {((LX , LXSub), Sub)};
9 否则如果 E = XZ

Y 则
10 (VX , EX , LX )← G(X , P ), (VY , EY , LY)← G(Y, LXSub), (VZ , EZ , LZ)← G(Z, LXSup);
11 VE ← VX ∪ VY ∪ VZ , LE ← LX ;
12 EE ← EX ∪ EY ∪ EZ ∪ {((LX , LXSub), Sub), ((LX , LXSup), Sup)};
13 否则如果 E = X

Y 则
14 (VX , EX , LX )← G(X , P ), (VY , EY , LY)← G(Y, LXBelow);
15 VE ← VX ∪ VY , LE ← LX ;
16 EE ← EX ∪ EY ∪ {((LX , LXBelow), Below)};
17 否则如果 E =

Z
X
Y
则

18 (VX , EX , LX )← G(X , P ), (VY , EY , LY)← G(Y, LXBelow),
(VZ , EZ , LZ)← G(Z, LXAbove);

19 VE ← VX ∪ VY ∪ VZ , LE ← LX ;
20 EE ← EX ∪ EY ∪ EZ ∪ {((LX , LXBelow), Below), ((LX , LXAbove), Above)};
21 否则如果 E = X

Y 则
22 (VX , EX , LX )← G(X , PAbove), (VY , EY , LY)← G(Y, PBelow);
23 VE ← VX ∪ VY ∪ {(P,−)}, LE ← P ;
24 EE ← EX ∪ EY ∪ {((P, PAbove), Above), ((P, PBelow), Below)};
25 否则如果 E =

√
X 则

26 (VX , EX , LX )← G(X , PInside);
27 VE ← VX ∪ {(P,√)}, LE ← P ;
28 EE ← EX ∪ {((P, PInside), Inside)};
29 否则如果 E = Y√X 则
30 (VX , EX , LX )← G(X , PInside), (VY , EY , LY)← G(Y, PAbove);
31 VE ← VX ∪ VY ∪ {(P,√)}, LE ← P ;
32 EE ← EX ∪ EY ∪ {((P, PInside), Inside), (P, PAbove, Above)};
33 否则如果 E = XY 则
34 (VX , EX , LX )← G(X , P ), (VY , EY , LY)← G(Y, LXR);
35 VE ← VX ∪ VY , LE ← LY ;
36 EE ← EX ∪ EY ∪ {((LX , LXR), R)};
37 否则
38 VE ← {(P, E)}, LE ← P ;
39 EE ← ∅;
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表 6-3 评价指标的例子

序号 标注公式 识别结果 ∆V ∆E ∆G

1 1
4
= −3

4
+ 1 1

4
= −3

4
+ 1 0 0 0

2 9
5

7
5

1 0 1
3 x1xd+1 + . . .+ xdx2d X1Xd+1 + . . .+XjX21 6 0 6
4 y = 2x− ci+cj

2
y = 2x− ci+c

2
1 1 2

5
√
1 + rma

√
1 + rma 2 2 4

6 E × . . .× E EX..XE 5 1 6
7 ||x|| = |a|+ |b| |x|f = |a|+ |b| 12 1 13
8 (2ba)bn = 2nbn + 2bn+1a (2ba)bn = 2nbn + 2bn+1 1 1 2
9 yiyj = yi+j yiyj = yi+j 12 10 22

符号的错误数由

∆V = #(V1 \ V2) + #(V2 \ V1) + #{v ∈ V1 ∩ V2|vV,1(v) ̸= vV,2(v)} (6-3)

给出，而位置关系的错误数由

∆E = #(E1 \ E2) + #(E2 \ E1) + #{e ∈ E1 ∩ E2|vE,1(e) ̸= vE,2(e)} (6-4)

给出，于是识别结果中总错误数为

∆G = ∆V +∆E。 (6-5)

当且仅当

∆E = 0 (6-6)

时称识别结果结构正确。

表6-3列出了一些数学公式识别结果的错误数，由此可以看出上述指标有如
下特性：

• 总错误数给出了两个数学公式间的一种距离。也就是说，当且仅当总错误
数为零时两条数学公式完全相同，同时对称性和三角不等式都是成立的。

• 当且仅当可以只通过修改符号识别结果把识别结果改正时识别结果结构正
确，这时符号错误数就是所必须修正的符号数目。

• 关系错误数非零时符号错误数也一定非零。
• 在一个左右结构的子公式中，出现在左侧的插入或删除错误一般会比出现
在右侧的同类错误更影响总错误数。

结构准确率测量忽略所有符号的标签时匹配的公式比例，表达式准确率测
量容许至多若干个标签错误（符号或位置关系）时的准确率。形式地说，设测试

54



基于笔划提取的脱机手写数学公式识别研究 6.3 基于现成联机识别系统的情况

集中有 N 条手写数学公式，又对应识别结果的位置关系错误数和总错误数分别
为 ∆E,i 和 ∆G,i，其中 i = 1, . . . , N，则

结构准确率 =
#{i|∆E,i = 0}

N
(6-7)

而

表达式准确率k =
#{i|∆G,i ≤ k}

N
。 (6-8)

早年的 CROHME 系列竞赛也采用过一些笔划级别的指标，例如笔划分类
率（被指定到正确符号类别的笔划比例）、符号切分率（被正确切分出来的符号
的比例）和符号识别率（被正确切分出来的符号中被正确识别的比例），它们可
用以分别评价系统在符号切分、符号识别和结构分析方面的表现。不过，脱机识
别系统并不会生成笔划与符号之间的对应关系，部分端到端联机手写识别系统
也不再有显式的切分步骤，因此这类指标已经淡出。

6.3 基于现成联机识别系统的情况

在本实验中，本文提出的笔划提取器1与顶尖的数学公式识别器MyScript结
合成一个脱机识别器。

表6-4记录了在 CROHME 2014 测试集上的实验结果。表中前七个系统是参
与了 CROHME 2014 [73] 的联机识别系统。除了 MyScript 外，其它参赛者都仅
用了官方的训练数据。本文系统的准确率甚至比MyScript以外的参赛者都更高。
由于 MyScript 本身在过去几年也在发展中，我们也在联机场景自行测试了写作
时最新的 MyScript Interactive Ink版本 1.3。另一方面，im2markup [24]、Watch,
Attend, and Parse(WAP) [137]、Paired Adversarial Learning(PAL) [123]、CNN-
BLSTM-LSTM [53]和 Multi-Scale Attention with Dense Encoder(MSD) [133]都
是脱机识别系统，本文系统的准确率比它们报告的都要高。注意由于 MyScript
的使用，本文系统间接地用了额外的训练数据，im2markup 和 PAL 则使用了一
些印刷体公式作为训练数据，其它脱机系统只基于官方的训练数据（但可能作了
数据增强）。

表6-5记录了在 CROHME 2016 测试集上的实验结果。前五个系统是参与了
CROHME 2016 [70] 的联机识别系统。MyScript 另外用了约 30, 000 条额外手
写公式来训练，Wiris 包含了一个用维基百科公式数据集去训练的语言模型，其
它参赛者只用了官方的训练数据（但可能作了数据增强）。本文系统的准确率仍
然比 MyScript 以外的参赛者都更高，比 MyScript 低则是理所当然。另一方面，
WAP [137]、CNN-BLSTM-LSTM [53]、MSD [133] 和 PAL [123] 是脱机识别系

1本文提出的笔划提取器适用于 JVM 的版本和适用于 Android 的版本可以分别
从https://github.com/chungkwong/mathocr-myscript和https://github.com/chungkwong/
mathocr-myscript-android下载。
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表 6-4 基于 MyScript 时在 CROHME 2014 测试集上的表现

系统
表达式准确率

结构准确率
精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

联机识别系统
São Paulo 15.01 22.31 26.57 -
RIT, CIS 18.97 26.37 30.83 -
RIT, DRPL 18.97 28.19 32.35 -
Tokyo 25.66 33.16 35.90 -
Nantes 26.06 33.87 38.54 -
Politècnica de València 37.22 44.22 47.26 -
MyScript 62.68 72.31 75.15 -
MyScript 1.3 69.47 78.30 81.03 82.86

脱机识别系统
Harvard, im2markup 39.96 - - -
USTC, WAP 44.4 58.4 62.2 -
CAS, PAL 47.06 63.49 72.31 -
TDTU, CNN-BLSTM-LSTM 48.78 63.39 70.18 -
USTC, MSD 52.8 68.1 72.0 -
CAS, PAL-v2 54.87 70.69 75.76 -
笔划提取 +MyScript 1.3 58.22 71.60 75.15 77.38
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表 6-5 基于 MyScript 时在 CROHME 2016 测试集上的表现

系统
表达式准确率

结构准确率
精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

联机识别系统
Nantes 13.34 21.02 28.33 21.45
São Paolo 33.39 43.50 49.17 57.02
Tokyo 43.94 50.91 53.70 61.55
Wiris 49.61 60.42 64.69 74.28
MyScript 67.65 75.59 79.86 88.14
MyScript 1.3 73.06 82.30 87.10 88.58

脱机识别系统
USTC, WAP 42.0 55.1 59.3 -
TDTU, CNN-BLSTM-LSTM 45.60 59.29 65.65 -
USTC, MSD 50.1 63.8 67.4 -
CAS, PAL-v2 57.89 70.44 76.29 -
笔划提取 +MyScript 1.3 65.65 77.68 82.56 85.00

统，本文系统的准确率比它们报告的都要高。虽然额外训练数据的间接使用可能
是部分原因，但改为与一个较弱且仅使用官方数据集来训练的联机识别系统结
合后得出的准确率仍然与它们可比，详细情况见下一节。
本文系统参与了 CROHME 2019 [63] 并取得了脱机项目的季军，表6-6列

出了竞赛的最终结果。虽然本文系统的完全准确率不如 PAL，但结构准确率比
PAL 更高。注意 Samsung R&D 1、PAL、MyScript 1.3 和 MathType 都用了额
外的公式笔迹或公式图片作为训练数据，USTC-iFLYTEK 则包含了在外部数据
集上训练过的语言模型。
虽然本文提出的脱机识别系统的准确率与其它脱机识别系统相比不错，但

仍然明显低于所基于的联机识别系统。假如笔划提取完全准确，两者应该相同。
另一个观察是结构准确率上的差距比表达式准确率上的差距要小一些，这说明
与符号识别相比，结构分析对笔划提取错误较不敏感。
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表 6-6 基于 MyScript 时在 CROHME 2019 测试集上的表现

系统
表达式准确率

结构准确率
精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

联机识别系统
TUAT 39.95 52.21 56.54 58.22
MathType 60.13 74.40 78.57 79.15
PAL-v2 62.55 74.98 78.40 79.15
Samsung R&D 2 65.97 77.81 81.73 82.82
MyScript 1.3 77.40 85.82 87.99 88.82
MyScript 79.15 86.82 89.82 90.66
Samsung R&D 1 79.82 87.82 89.15 89.32
USTC-iFLYTEK 80.73 88.99 90.74 91.49

脱机识别系统
TUAT 24.10 35.53 43.12 43.70
Univ. Linz 41.49 54.13 58.88 60.02
SCST-USTC 62.14 75.06 78.23 78.32
PAL-v2 62.89 74.98 78.40 79.32
笔划提取 +MyScript 1.3 65.22 78.48 83.07 84.90
PAL 71.23 80.31 82.65 83.82
USTC-iFLYTEK 77.15 86.82 88.99 89.49
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6.4 基于可训练联机识别系统的情况

在本实验中，本文提出的笔划提取器与联机手写数学公式识别系统 TAP
[134] 结合成一个脱机手写数学公式识别系统。虽然引进 TAP 的论文组合了三
个联机模型、三个脱机模型和三个语言模型来获得最好的结果，但在我们的实验
中先不用模型组合技术，因为我们的目的是检验一个纯联机模型能否适应提取
出的人工笔划。

我们在 CROHME 2016 数据集上进行了实验，实验中只分别用官方的训练
集和检验集来训练和检验。当用书写的笔划训练时，笔划点和对齐由数据集直
接提供。当用人工笔划训练时，笔划点来自从图像提取出来的笔划，对齐则用
Hausdorff 距离估计。在两种情况下，TEX 代码都由 MathML 代码标注转换得
到。虽然我们在训练集中发现过百条公式的标注有误（通过检测 TEX 代码标注
和 MathML代码标注的不一致性发现），但我们仍然不加修正地直接使用。由于
数据集较小而表达式级别的准确率是整体度量，我们在相同训练集上用三组不
同的初始权重分别训练了三个模型，它们中在检验集上最准确的一个被选中在
测试集上测试。

表6-7记录了在 CROHME 2016 测试集上的实验结果。和用 MyScript 时观
察到的情况相同，用书写笔划训练出的模型在书写笔划上的表现明显优于在人
工笔划上的表现。然而，在人工笔划上训练的模型在人工笔划上的表现几乎赶
上了在书写笔划上训练的模型在书写笔划上的表现，表达式准确率的差距仅约
0.78%，而 CROHME 2019中最佳的脱机模型与最佳的联机模型间的表达式准确
率的差距约 3.58%。这个结果证实了一个联机识别系统可以通过重新训练很好地
适应人工笔划。这似乎也表明联机识别与脱机识别之间本质上的难度差距比过
往想像中要小。另外一个有趣的事实是基于笔划提取的脱机识别系统的结构准
确率超过了所基于的联机识别系统，这可能是因为笔划排序有助于简化结构分
析。

虽然基于 TAP 的脱机识别器的准确性不如基于 MyScript 的，但仍然有可
以改良的空间。例如语言模型、组合模型、增强数据集、扩充数据集等技巧并

表 6-7 基于在不同模态数据上训练的单个 TAP 模型时在 CROHME 2016 数据
集上的表现

训练 测试
表达式准确率

结构准确率
精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

书写 书写 45.77 58.15 64.34 65.65
书写 提取 24.15 40.02 49.26 54.14
提取 提取 44.99 59.11 66.00 67.92
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表 6-8 基于经修改的 TAP 时在 CROHME 2016 数据集上的表现

脱机识别系统 表达式准确率 结构
形式语法 TAP 模型 语言模型 精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误 准确率

× 1 0 44.99 59.11 66.00 67.92
✓ 1 0 45.51 59.37 66.70 68.53
✓ 3 0 49.69 64.34 70.27 72.19
✓ 3 3 50.83 64.69 71.32 72.89

没有被用在表6-7所记录的实验中，但其它数学公式识别系统 [63]往往使用它们，
并且确实能明显提高准确率 [134, 53]。表6-8显示了至少部分方法也适用于本文
系统。

形式语言模型可以保证结果的合法性，但对提升准确率的目的而言作用十
分有限。我们注意到不带形式语法模型的 TAP 识别出不少不合理的结果。事实
上，CROHME 2016 的训练集、检验集和测试集中都分别有约 99.9% 的数学公
式的 LATEX 表示符合表5-3所示的语法，但用 TAP 识别出的 LATEX 代码只有约
94.9%符合该语法，主要问题是括号不匹配。这表明仅直接用官方数据训练未能
使 TAP 完全学会 LATEX 的语法。不过通过用该形式语法约束解码器的输出，准
确率仅因而略为提高。即使再加上一个在 NTCIR-12数据集 [129]上训练过的单
层 LSTM语言模型，准确率也只是再稍为提升。组合模型的效果更为明显。通过
组合三个 TAP 联机模型和三个单层 LSTM 语言模型，我们在 CROHME 2016
测试集上得到了比 MSD 更高的准确率，而 MSD 组合了五个脱机模型 [133]。
本文系统参加了 ICFHR 2020 OffRaSHME 竞赛的任务 1，结果如表6-9所

示。参赛版本基于 TAP 并仅使用官方数据集来训练。因为过半数公式都没有提
供对各符号位置的标注，而且组织者要求参赛者声明是否使用这种标注，我们没
有使用有关标注。这个版本用了形式语法约束和组合模型，但没有使用数据驱动
的语言模型。即使这个数据集中的公式更为真实，本文系统仍然完全正确地识别
了测试集中约 61.35% 的数学公式，甚至比在 CROHME 2016 数据集上对应系
统的 49.52% 明显更高一些。虽然部分原因是测试集大了约一倍，但还是可以说
明基于笔划提取的脱机手写数学公式识别技术可以适应存在噪声的图片。

我们还检验了把同一个 TAP 模型同时用于联机识别和脱机识别的可行性。
为此，我们把 CROHME 2019 联机手写数学公式数据集、CROHME 2019 脱机
手写数学公式数据集和 OffRaSHME 2020 数据集各自的训练集合并成一个大型
的混合训练集，相应地也把它们的检验集合并成一个混合检验集。表6-10表明在
混合数据集上训练过的 TAP 模型在各个数据集的测试集上都取得了优良的表
现，比仅在各自的训练集和检验集上训练得到的结果都要好一些。特别地，这说
明了把从图片提取出的笔划用于扩充数据集可以明显地提高联机手写数学公式
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表 6-9 基于 TAP 时在 OffRaSHME 2020 数据集上的表现

系统 额外数据
表达式准确率

精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

MLE ✓ 46.85 61.15 65.80
笔划提取 +TAP × 61.35 77.30 81.55
IVTOV ✓ 61.90 73.00 75.95
HCMUS-I86 × 66.95 79.65 83.60
TUAT × 71.75 82.70 85.80
SCUT-DLVCLab × 72.90 86.05 88.80
USTC-iFLYTEK × 79.85 89.85 92.00
USTC-iFLYTEK ✓ 81.85 90.50 92.30

表 6-10 基于在混合数据集上训练的单个 TAP 模型（带形式语法约束）时在各
测试集上的表现

竞赛 输入模态
表达式准确率

结构准确率
精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

CROHME 2016 联机手写 54.14 67.13 72.62 73.67
CROHME 2016 脱机手写 54.23 67.74 72.10 73.67
CROHME 2019 联机手写 52.71 66.47 71.56 72.23
CROHME 2019 脱机手写 53.46 67.89 73.48 73.23

识别的准确率。在原来的情况下，联机识别系统和脱机识别系统需要分别用笔迹
和图片去进行训练，这限制了它们各自能用的训练数据量。而借助于笔划提取，
无论笔迹还是图片都能被用于训练联机识别系统，这就使得可用的训练样本变
多了，从而有望导致更准确的模型。

6.5 脱机识别的性能

本实验在从低端手机到强大的 GPU 服务器的各类设备上检验了本文系统
的性能，表6-11给出了这些设备的规格。
表6-12记录了识别 CROHME 2016数据集中 1147条脱机手写数学公式的用

时。虽然笔划提取算法仅在 CPU 上实现且没有特意优化速度，但它仍然在所有
设备上明显比联机识别用时短。一台现代的低端手机（手机 2）平均用约 1 秒识
别一张图片，一台明显过时的手机（手机 1）则需要约 2 秒。如果用户满意于目
前本地联机识别的速度，他们也应该可以接受本地脱机手写数学公式识别的这
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表 6-11 性能测试中所用设备的规格

设备 组件 规格

手机 1 CPU Cortex-A7 4 cores @ 1.3 GHz
RAM 512MB

手机 2 CPU Cortex-A53 2 cores @ 2.0 GHz + 6 cores @ 1.45 GHz
RAM 3GB

超级本 CPU Intel® Core™ m3-6Y30 4 cores @ 0.90GHz
RAM 4GB

台式机 CPU Intel® Core™ i5-7500 4 cores @ 3.40GHz
RAM 8GB

服务器 CPU Intel® Xeon® Gold 6271C 2 cores @ 2.60GHz
RAM 32GB
GPU NVIDIA® Tesla® V100 16GB

个速度。同时，能够在内存只有 512MB 的手机 1 上顺利完成测试说明本文系统
的内存占用较低。
原生脱机手写识别系统 WAP2比我们提出的过程慢。由于它与其它现代的

光学字符识别系统一样用计算密集 [143] 的卷积神经网络提取特征，它的速度高
度依赖于高性能 GPU的可用性。由于联机识别通常比原生脱机识别系统占用较
少资源，本地的联机手写识别功能早已被整合到笔记软件和输入法中，光学字符
识别功能则往往依赖于云端服务。因此，笔划提取提供了一种通过避免网络延
迟、可用性、机密性和隐私等问题 [124] 来改善用户体验的方案。
对于需要同时支持两类手写数学公式识别的软件，采用基于笔划提取的方

案能够减低软件的安装包大小和存储空间占用。这种需求是客观存在的，例如一
个学生在上课时可能希望先通过拍照记下板书的内容，再通过用笔或手指在触
摸设备上书写来添加注记，因而需要在脱机识别与联机识别间来回切换。虽然
这可以通过同时包含一套联机识别系统和一套脱机识别系统来实现，但维护两
套不同系统会造成额外的开发成本，部署两组模型还会使软件占用更多的存储
空间。作为对比，采用笔划提取方案时，只需一组模型即可同时应对两类识别问
题，从而可以显著地降低安装包的大小。

2代码见https://github.com/JianshuZhang/WAP。
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表 6-12 各个脱机识别系统识别 CROHME 2016 测试集中手写数学公式的用时

设备 识别器
运行时间（秒）

笔划提取 联机识别 总计 平均

手机 1 MyScript 1025 1653 2678 2.33
手机 2 MyScript 254 1123 1377 1.20
超级本 TAP 22 6908 6930 6.04
台式机 TAP 10 535 544 0.47

WAP - - 7845 6.84
服务器 TAP 34 152 186 0.16

WAP - - 417 0.36

6.6 对笔划提取算法的分析

本实验旨在分析本文的笔划提取方法。为了评测其中各个组件的必要性，我
们分别从系统中移除它们后重新测试，然后比较移除前后的准确率变化。移除后
准确率下降得越多，表示被移除组件的重要性越大。

表6-13记录了各残缺系统在 CROHME 2016 测试集上的测试结果，其中
MyScript 被用于识别提取出的笔划。虽然笔划方向检测的规则相当简单，但
它大幅度地提高了准确率。这主要是因为递归神经网络对输入的顺序敏感，故笔
划的方向会影响字符识别的结果。注意到 MyScript 的符号识别器同时使用了静
态和动态特征，所以在笔划方向错误的情况下有时仍然能正确识别符号。重笔修
正亦对准确性有较大的作用，因为断开的笔划容易导致过切分，使字符切分更不
可靠。另外，噪声去除、笔顺规范化和定制语法也对最终准确率有不可忽略的贡
献。

本实验可能对日后笔划提取方法的设计有启发性。虽然本文在多个步骤中

表 6-13 基于 MyScript 时在 CROHME 2016 测试集上的消融实验结果

脱机识别系统
表达式准确率

结构准确率
精确 ≤ 1 错误 ≤ 2 错误

完整系统除去笔划方向检测 46.56 63.64 70.53 74.63
完整系统除去重笔修正 53.97 66.87 71.93 73.76
完整系统除去噪声去除 58.94 72.36 79.51 80.91
完整系统除去笔顺规范化 59.98 73.50 78.38 81.34
完整系统除去定制语法 61.99 74.72 79.69 82.65
完整系统 65.65 77.68 82.56 85.00
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用了生硬的规则且它们大概不是最优的，但实验结果表明了它们都有助于提升
准确率，也就是说它们都处理了正确的问题。因此，其它用于脱机手写识别的笔
划提取算法的开发也应该考虑这些问题，特别是在不能重新训练底层的联机手
写识别系统时。

6.7 本章小结

基于笔划提取的脱机手写数学公式识别系统不仅可以取得不错的准确率，而
且往往比基于卷积神经网络的脱机识别系统更轻量。通过用提取出的笔划重新
训练联机手写数学公式识别系统，有望得到一个与之几乎同样准确的脱机手写
数学公式识别系统；通过用混合数据集重新训练联机手写数学公式识别系统，可
以实现联机识别系统与脱机识别系统间的模型共用。此外，我们通过消融研究验
证了本文提出的笔划提取算法中各主要步骤都是有正面作用的。
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7.1 概述

虽然手写数学公式识别的准确率正在持续提高，但和许多其它模式识别问
题一样，完全准确依然是遥不可及的目标。于是在应用中，要么在完成识别后
要求用户人手修正并确认，要么确保利用识别结果的程序能够容忍错误的存在。
针对第一个方向，我们设计了一个高可用性的交互式数学公式编辑器，它能与手
写识别紧密地配合，让新手和老手都能高效地输入数学公式。针对第二个方向，
我们说明了对于从已知公式集合中选取数学公式的应用如数学公式检索，少量
错误对结果的影响可能是可以容忍的，而且存在可有效地压缩这种影响的方法。
本章内容同时适用于联机手写识别和脱机手写识别。

7.2 数学公式的录入与编辑

7.2.1 现有的公式编辑器

虽然手写是输入数学公式最自然的方法，但它并不适合作为提供给用户的
惟一输入方法。即使目前最好的手写数学公式识别系统也只有约 80% 的准确率，
也就是说，只要用户随意手写几条公式，就很可能会碰到出现识别错误的情况。
如果一个应用只容许用户通过手写输入数学公式，则用户在出现识别错误时要
么重写要么放弃。然而，数学公式识别系统对于最终用户而言很大程度上是个黑
匣子，他们并不知道应该怎么写才能增加被正确识别的机会，所以重写后很可能
也是误识并令用户感到绝望。技术的提升或许可以提高识别的准确性，但一些
人眼都不一定能区分的手写公式的存在性决定了不能期望达到完全准确的地步。
因此，为了避免用户流失，不应只依赖于手写识别，还需要提供一种机制以协助
用户手动编辑识别结果。同时，编辑过程应该可以轻易而快速地完成。如果手写
再编辑比从头开始用传统方法输入更费时失事，手写识别的用途就不大了。
虽然目前存在少数几个用于修正手写识别结果的界面设计，但它们都有不理

想之处。对于模块化的手写数学公式识别系统，Smithies 等人 [104] 分别设计了
用于修正源于不同模块的错误的模式，例如在用于修改符号切分结果的模式中
用户可以通过用笔把属于同一符号的笔划连起来以修改笔划的分组。然而，这种
设计把识别器的内部设计暴露了给用户并要求用户掌握，模式切换也容易使用户
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感到困惑。对于采用编码器-解码器框架的手写数学公式识别系统，Zhelezniakov
等人 [142] 设计了一些用于插入、删除和替代子公式的手势，例如用户可以通过
划掉子公式来删除它。然而，手势具有隐蔽性，而且要在提高表达能力和控制歧
义间取一个平衡点。与此同时，大多数其它现有的数学公式编辑器也同样存在严
重的可用性问题，其中以下问题尤其突出：

• 标记语言、所见即所得和手写三种输入方式的割裂。三种主要的数学公
式输入方式各有利弊，它们间具有互补性。标记语言容许通过纯键盘操作
快速地盲打，但学习曲线较陡峭且出错时难以排错，因而相对适合专业用
户。所见即所得编辑器只需少量探索即可学会，但效率较低，因而相对适
合新手用户。手写不需专门学习，但会不时出现难以补救的错误。许多公
式编辑器仅提供一种输入方式，故不能同时满足不同用户的需要。部分公
式编辑器虽然提供了多于一种输入方式，但把它们实现为不同的模式，模
式之间没有足够的联系。例如一些公式编辑器为 LATEX 代码提供了预览，
但代码的光标位置没有被正确地显示出来，而且在输入过程中常常由于未
完成的代码不合法（例如输入 “\sqrt{n}” 的过程中可能要经过不合法的
“\sqrt{n”）而使预览失效。又如有的公式编辑器同时支持所见即所得和手
写，但不能通过手写作局部的修改，而整体重新识别则可能破坏原来已经
正确识别或修正好的部分。

• 对文本编辑器的模仿不到位。由于数学公式编辑器与常规文本编辑器在用
途和界面上都有一定的相似性，于是用户也会期望两者有一些共同的功能。
然而，不少公式编辑器缺少这个或那个功能，这种不一致性为用户带来了
困扰。例如有的所见即所得编辑器不能通过拖放选取子公式、不能撤销和
重做、不能复制和粘贴或者不能使用快捷键导航。又如有的基于标记语言
的公式编辑器没有提供命令的自动补全。

7.2.2 基本的公式编辑器

基本设计

为了克服现有公式编辑器的可用性问题，我们设计了一个公式编辑器，并分
别在 JVM 和 Web 平台1上实现了它。其设计无缝地结合了标记语言和所见即所
得两种输入方式，用户既可以通过用键盘直接输入 LATEX 代码来得到相应的子
公式，也可以通过从工具箱中寻找所需结构或符号来输入，甚至可以随时交替地
使用两种方式。另外，我们的公式编辑器尽可能模仿常规文本编辑器以降低用户
的学习成本，他们可以用他们习惯的方式导航和选区，可以通过剪切和粘贴移动
结构，可以通过撤销和重做修正错误。

公式编辑器成品的核心部分显示编辑中的数学公式，如图7-1所示。数学公

1网页版见http://chungkwong.cc/equation-editor/equation-editor.html。
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图 7-1 公式编辑区的截图

式在编辑过程中始终实时用高质量算法渲染以实现真正的即见即所得。由于我
们希望公式编辑器不仅能用于从头开始创建数学公式，还要能够用于高效地修
改数学公式，容许用户选取数学公式的一部分以便进行替换或复制是重要的。数
学公式中可以插入子公式的位置称为插入点，一条公式中的所有插入点和符号
可以按照它们在规范化 LATEX 表示中对应的位置排成一列。所选范围由介于锚
点和游标间的符号组成，其中锚点和游标分别用绿色竖线和蓝色竖线表示，所选
符号则用黄色背景高亮。由于编辑操作一般仅能应用到良构的子公式，编辑器用
橙色方框标出了包含所选范围的最小良构子公式。

鼠标操作

公式编辑器容许用户仅用鼠标完成各种编辑操作。用户在进行操作前可以
通过拖放选取操作对象，按下鼠标位置附近的插入点将成为锚点而放开鼠标位
置附近的插入点将成为游标。为了提高选取过程的准确性，与光标最近的插入点
会用红色竖线标出，让用户更好地掌握按下和放开鼠标的时机。在选好操作对象
后，用户通过点击如图7-2所示的工具箱中的按钮进行操作。大部分按钮用于输
入符号，按下后操作对象会被替换为指定的符号，并把锚点和游标移到符号后。
点击用于输入上标、下标、分式和根式的按钮后，操作对象则会被替换为相应
结构，在操作对象非空时它将用作红色方框标示的部分，否则把锚点与游标移
动至可输入该部分的位置。例如在所选范围非空时，点击上标和分式按钮分别
使操作对象成为上标和分子。另外，也有用于剪切、粘贴和删除的按钮。按钮的
工具提示给出对应的键盘快捷方式，让用户可逐渐地学会他们对应的键盘操作，
从而渐进式地完成从新手到老手的过渡。

键盘操作

公式编辑器也容许用户仅用键盘完成各种操作，纯键盘操作可以避免用户
在键盘和鼠标间切换时分心 [78]。它故意被设计成当用户通过键盘输入 LATEX代
码时即可准确地得到它表示的数学公式，这使得专业用户可以高速盲打，同时
继续享受实时预览的便利。我们的原型系统仅支持表5-3中语法给出的 LATEX 数
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图 7-2 公式编辑器工具箱的截图

图 7-3 自动补全的截图

学模式子语言，但需要时完全可轻易地推广到更一般的情况。为了加速用户输
入 LATEX 代码的效率和降低记忆负担，编辑器提供了图7-3所示的自动补全功能。
此外，编辑器支持丰富的键盘快捷键，提供与常规文本编辑器一致的导航和选区
体验，表7-1比较了常见的按键组合的行为映射。

7.2.3 整合了手写识别的公式编辑器

并排呈现笔迹与识别结果

为了让用户更容易地发现错误从而能够加以修正，应当并排地显示笔迹和
识别结果，如图7-4所示。用户可以在手写区书写数学公式，也可以选取图片再
通过笔划提取化为笔迹。值得注意的是，识别结果中的各个符号分别用不同颜色
显示，而笔划与它所属的符号同色。可视化笔划与符号之间的对应关系有助于发
现和定位一些错误，例如属于同一符号的笔划被标为不同颜色意味着符号切分
出错，而这很可能导致结果出错。另外，手写识别结果只替换当前选择的良构子
公式，因而用户可以自如地切换编辑方式。比如说，用户正在输入 LATEX代码时
忘记了某个符号对应命令的话，就可以通过手写输入它，然后又可以随时用回键
盘。由于长公式识别的准确率通常会较低，局部重写原来通过手写输入的公式也
可能是有用的。
对于联机手写的情况，为了尽快给予用户反馈，显示已写的部分的识别结果

而非等待用户确认输入完毕后再识别是有益的，因为严重的局部识别错误很可
能导致整体识别错误，继续写下去意义不大。增量式识别系统由于能降低响应时
间而特别适合用于这场景。对于其它识别系统，只要识别在背景进行，不阻碍用
户继续书写也没有大问题。
为了显示笔划与符号间的对应关系，联机手写数学公式识别系统首先需要

能提供对齐信息。对于模块化的传统系统，这一般不是问题。对于采用编码器-解
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表 7-1 文本編輯器与数学公式编辑器的导航相关键盘快捷键对比

按键 公式编辑器 文本编辑器

Home 把锚点和游标移到所在最
小良构子公式左侧

把锚点和游标移到行首

End 把锚点和游标移到所在最
小良构子公式右侧

把锚点和游标移到行末

ctrl + Home 把锚点和游标移到公式最
左边

把锚点和游标移到文件开首

ctrl + End 把锚点和游标移到公式最
右边

把锚点和游标移到文件结尾

向后移动锚点和游标一个
插入点

向后移动锚点和游标一个字符

向前移动锚点和游标一个
插入点

向前移动锚点和游标一个字符

ctrl + 向后移动锚点和游标一个
最小非空良构子公式

向后移动锚点和游标一个单词

ctrl + 向前移动锚点和游标一个
最小非空良构子公式

向前移动锚点和游标一个单词

+ Home 把游标移到所在最小良构
子公式左侧

把游标移到行首

+ End 把游标移到所在最小良构
子公式右侧

把游标移到行末

ctrl + + Home 把游标移到公式最左边 把游标移到文件开首
ctrl + + End 把游标移到公式最右边 把游标移到文件结尾

+ 向后移动游标一个插入点 向后移动游标一个字符
+ 向前移动游标一个插入点 向前移动游标一个字符

ctrl + + 向后移动游标一个最小非
空良构子公式

向后移动游标一个单词

ctrl + + 向前移动游标一个最小非
空良构子公式

向前移动游标一个单词

ctrl + A 选取整条公式 选取整个文件
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图 7-4 整合了手写识别的公式编辑器的截图

码器框架的系统，其中也往往带有为对齐建模的组件，例如我们使用注意力机制
中的收敛向量变化来估计对齐。

多候选

当数学公式识别系统没有把握在若干个候选中作出选择时，让用户来选择
而非勉强选取一个可能是好注意。事实上，英文联机手写识别系统一般会提供多
个候选单词供用户选择，手写中文输入法也往往会提供若干个字符候选供用户
选择，因此把同一做法应用到手写数学公式并不奇怪。我们的公式编辑器同时
提供数学公式级的候选和符号级的候选以便让用户方便地修正不同类型的错误，
如图7-5所示。当第一候选不正确时，用户可以一键把识别结果改为其它数个候
选之一。当个别符号出现识别错误时，用户可以通过双击把它改为下一符号候
选，也可以在上下文菜单中选取候选。

为了实现多候选功能，所基于的数学公式识别系统需要能够给出多个候选，
这对常规的系统而言应该都不会是问题，因为它们的工作原理本来就是先生成
大量候选然后企图寻找某指标最优的那个作为识别结果。对于模块化系统，由于
有专门的符号识别器，生成符号级的候选也是自然的。对于基于编码器-解码器
框架的系统，解码出一个符号时一般也能同时得到其它符号类别的预测概率。

为了说明多候选对手写数学公式编辑的重要性，表7-2列出了如有能从若干
个候选中选取最佳者的谕示器，单个 TAP 模型在 CROHME 2016 数据集上所
能达到的准确率。当提供 5个整体候选时，对于联机和脱机情况，用户通过一键
选择候选可分别使 15.43% 和 15.26% 的公式的识别结果从错误变为正确。同时，
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图 7-5 多候选展示的截图

对于联机和脱机情况，用户通过仅重选一个符号可分别使 12.29% 和 13.86% 的
公式的识别结果从错误变为正确。更进一步，对于联机和脱机情况，用户通过修
改公式级候选和重选最多一个符号可分别使 24.94% 和 26.42% 的公式的识别结
果从错误变为正确。以上结果说明，整体多候选和局部多候选都有助于修正相当
比例的公式的识别结果，而且两者有互补性。表7-3列出了基于三个 TAP模型时
的实验结果。可见，虽然用组合模型的话第一候选准确率要明显比单一模型高一
些，但前五准确率差别不大。同时，组合模型会比单一模型慢若干倍，故采用多
候选策略可能有助于降低对识别准确率的要求。
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表 7-2 基于单个 TAP 模型（带形式语法约束）的手写识别系统在 CROHME
2016 测试集上结构正确且符号错误数少于特定值的公式的百分比

候选数
符号错误数

= 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 4 不限

联机识别
1 46.73 59.02 63.73 65.04 66.09 66.61
2 53.88 65.04 68.88 70.01 70.88 71.49
3 58.06 68.00 71.58 72.89 73.67 74.46
4 60.07 69.92 73.41 74.54 75.41 76.20
5 62.16 71.67 75.41 76.46 77.42 78.20

脱机识别
1 45.51 59.37 65.21 66.87 67.74 68.53
2 53.88 65.91 70.36 71.67 72.54 73.23
3 57.63 69.22 72.97 73.93 74.98 75.68
4 59.37 70.79 74.46 75.50 76.46 77.16
5 60.77 71.93 75.50 76.90 77.68 78.38

表 7-3 基于三个 TAP 模型（带形式语法约束）的手写识别系统在 CROHME
2016 测试集上结构正确且符号错误数少于特定值的公式的百分比

候选数
符号错误数

= 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 4 不限

联机识别
1 48.56 61.90 66.43 67.48 68.44 69.22
2 57.45 68.35 72.45 74.11 74.46 75.33
3 61.20 71.14 74.89 76.37 77.16 77.94
4 63.73 72.97 76.90 78.38 78.99 79.77
5 65.65 74.46 78.38 79.77 80.30 81.17

脱机识别
1 49.69 64.34 69.05 70.62 71.49 72.19
2 57.80 70.62 74.54 75.94 76.63 77.24
3 61.64 72.89 76.72 77.94 78.64 79.25
4 63.21 74.37 77.94 79.08 79.95 80.65
5 64.43 76.02 79.16 80.30 81.34 82.04
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7.3 数学公式检索

7.3.1 数学公式检索系统

基本的数学公式检索接受一条完整的数学公式作为查询，然后寻找与之在
某种意义下相似的一些数学公式，这可以用于找出一条公式的出处。不过，在一
些应用场景中查询可能还需要包含通配符：

寻找定义 人们可能希望通过搜索 “#1# = x× x” 或者 “x2 = #1#” 找到 “x2 =

x× x”。
寻找证明 人们可能希望通过查询 “(a+ b)2−(a− b)2 = #1# = 4ab”找到恒等式

“(a+ b)2−(a− b)2 = 4ab”的证明 “(a+ b)2−(a− b)2 = ((a+ b) + (a− b))

((a+ b)− (a− b)) = (2a) (2b) = 4ab”。
寻找例子 人们可能希望通过查询 “1 + 1

1+ 1
#1#

” 找连分数的例子，比如 “1 +

1
1+ 1

1+ 1

...

”。

有时，我们还希望两个通配符对应的值相同，例如由于约束变元的选取不影响
表达式的意义，用户可能希望查询 “

∫
sin (#1#) d#1#” 匹配 “

∫
sin (x) dx” 和

“
∫

sin (y) dy”，但不匹配 “
∫

sin (x) dy”。虽然十二届信息获取技术评价会议（Con-
ference on Evaluation of Information Access Technologies，NTCIR）数学信息检
索任务（MathIR）的孤立数学公式检索子任务只用到上述的查询语言，一些数
学公式检索系统支持更一般的查询。有的系统 [48] 支持逻辑查询，例如可指定
一些子公式一定要在结果中出现或不出现。

数学公式检索的查询有时是通过手写输入的，而除极个别的检索系统 [131]
可直接对比图片外，其它系统都只接受数学公式在某种标记语言中的表示，因此
需要先进行识别。由于识别结果不一定完全准确，而要求用户人手修正又会浪费
时间和降低用户体验，本节探索不准确的查询对检索结果的影响。和普通全文检
索系统类似，数学公式检索系统一般也是先用倒排索引找出一些候选再通过计
算相似度进行排序，因此需要分别分析输入错误对这两步的影响。值得注意的
是，许多分析也适用于数学公式库中的公式也不准确的情况，例如公式库也是通
过手写识别得到时。

7.3.2 倒排索引

为了加快搜索过程，数学公式检索系统一般会事先对公式库进行索引工作。
也就是说，公式库中的每条公式都会被拆解为一些索引项，反向索引记录每个索
引项在哪些公式中出现过。对于简单的查询，搜索时只需用相同方式把查询拆
解为索引项，然后就能从反向索引找出与之有共同索引项的公式作进一步处理，
由此大幅收窄搜索范围。
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一般来说，由于数学公式检索的目的是找相似的公式而非简单地找精确匹
配的公式，两条不一样但相似的公式应当有共同的索引项。特别地，手写数学公
式的识别结果和用户本来想写的公式间通常有很大的相似性，因此两者也往往
有不少共同的索引项。共同索引项的多少与所用的拆解方法有关，以下对其中一
些索引项的生成方法进行讨论：

• 有的数学公式检索系统用数学公式树表示中的子树 [105]、符号对 [106] 或
路径 [49] 作为索引项。与仅用符号作为索引项相比，这时识别错误可能会
影响更大比例的索引项，例如识别错一个符号就会把它所在的所有子树、
符号对和路径都改掉。

• 有的数学公式检索系统 [68, 105] 对成立交换律的操作的操作数进行排序，
例如把 “x2 + 1” 规范化为 “1 + x2”。这种规范化要求先构建操作树，而出
现识别错误时从语法树到操作树的转换并不可靠。

• 有的数学公式检索系统 [105, 49]会对约束变量进行重命名，例如把 “∀nP (n)”
规范化为 “∀#1#P (#1#)”。如果约束变量名出现识别错误，就会影响这种
索引项。

• 有的数学公式检索系统 [68] 会在索引或搜索时添加同义项，例如把 “sh”
规范化 “sinh”。如果 “sh” 被误识为 “sn” 之类，就不能被规范化了。不过，
类似的查询扩展有助找回出现常见字符识别错误的公式 [95]，例如在碰到
项 “S” 时可加入 “s”。

• 有的数学公式检索系统 [41]会把子表达式替换成通配符，例如为 “ 1
1+x2 ”加

入索引项 “#1#
#2#”。这样只要结构正确，即使所有符号都分错了类都不会影

响这些项。

7.3.3 排序指标

由于用户一般只会检视前面几个搜索结果，数学公式检索系统要尽可能把
最相关的结果排在前面。排序可以是基于特征的，也可以是基于结构匹配的。由
于基于特征的排序一般较快，但基于结构匹配的排序结果往往更合理，因此一些
系统先基于特征排序再对前面若干个结果用结构匹配重新排序。

在基于特征的排序中，查询和候选公式分别被表示为向量，然后计算向量间
的相似度。这个向量可以是基于传统的项频率和公式频率倒数，也可能是专门为
数学公式设计的特征，甚至可以用基于人工神经网络的编码器生成 [114]。至于
相似度，既可以用标准的相似性度量如余弦和 BM25，也可以用定制的量度。由
于我们把基于特征的排序当作一种优化手段，我们不打算详细展开。

在基于结构的匹配中，直接对比查询与候选并计算它们之间的某种相似度，
顺便得到通配符对应的子公式。一类典型相似度基于某种编辑距离 [44]，这类
度量往往也可以作为数学公式识别的评价指标。我们以下将考虑用规范化 LATEX
表示间单词级别的编辑距离作为排序指标的情况。
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对于精确搜索的目的而言，使用编辑距离排序的一个好处是能够事先评估
纠错能力。作为编码理论的基本常识，如果在一个编码方案中任意两个不同的
有效码间的距离至少为 2k + 1，则用最短距离译码原则可以纠 k 位错误。同理，
如果一个数学公式集合中任何两条不同的数学公式间的编辑距离至少为 2k + 1，
则可以容忍 k 处编辑错误。对于真实数学公式检索应用中涉及的数学公式集合，
不能期望总能纠若干个错误，因为一处修改完全可能使一条数学公式变成另一
条有意义的公式。然而，我们仍然可以探讨有检索价值的数据集在多大程度上可
以纠错，以下是我们将检验的数据集：

NTCIR-12 MathIR 孤立数学公式检索子任务 [129] 提供了一个数学公式集，
它是数学公式检索的标准数据集。该数据集提供了超过 59 万条来自维基
百科的数学公式纪录，其中有超过 32 万条数学公式互不相同。为了探讨
数据集大小的影响，我们还从该数据集（伪）随机地分别抽取了由 32,000
和 3,200 条互异公式组成的子集。

Wikidata 包含于 2020 年 7 月 18 日从一个开放的语义网2取得的 4492 条与属
性“公式定义”（用于把定理或定律与其数学公式表达联系起来，编号为
“wdt:P2534”）相关的纪录，其中有 4408 条互不相同的公式。由于维基数
据的覆盖面和结构化特性，有关纪录有检索价值。

CROHME 2016 测试集包含 1147 条数学公式。由于有对应的手写笔迹，适合
用于测试识别错误对检索的影响。

表7-4列出了在各个数学公式集中，按最短距离译码原则提供 n 个候选时，可以
保证识别错误不超过 k 时正确公式有多大可能性出现在候选中。显然，在其它
条件不变时，提供的候选越多，识别错误越少，正确公式就越可能出现在候选
中。值得注意的是，随着数学公式集增大，虽然相应的百分比在下降，但下降的
速度在下降。同时，我们看到 CROHME 2016 数据集的难度与其它数据集比并
不低，因而在其上进行的进一步实验有参考价值。

为了减低识别错误对搜索结果的影响，我们提出对基于编辑距离的匹配方
法进行两项修改。虽然我们仅对序列的情况进行陈述，但它们原则上也可以用
于包括树编辑距离在内的其它编辑距离。给定序列 x = (x0, . . . , xm−1) 和 y =

(y0, . . . , yn−1)，经典的编辑距离 d 由递推公式

d(x, y) =



n ,m = 0

m ,n = 0

min{d(x̌, y̌), d(x, y̌) + 1, d(x̌, y) + 1} ,m > 0, n > 0, xm−1 = yn−1

min{d(x̌, y̌), d(x, y̌), d(x̌, y)}+ 1 ,m > 0, n > 0, xm−1 ̸= yn−1

(7-1)
给出，其中 ž 则表示从序列 z 中删去最后一项得到的序列。我们的第一个建议

2参见https://www.wikidata.org/。
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表 7-4 各公式集中与第 n 条与之最近的相异公式间编辑距离不少于 2k+1 的公
式的百分比

@
@
@
@n

k
1 2 3 4 5 6

NTCIR-12 MathIR
1 63.77 49.98 40.95 34.09 28.96 24.94
2 72.95 59.39 49.98 42.49 36.58 31.67
3 76.25 62.55 53.20 45.62 39.51 34.55
4 78.00 64.32 54.94 47.36 41.25 36.14

CROHME 2016
1 68.60 50.53 37.72 28.68 20.61 15.61
2 77.54 59.56 47.02 35.96 26.40 19.39
3 82.11 63.60 51.23 39.12 29.91 22.54
4 85.09 66.84 54.12 42.46 32.11 24.30

NTCIR-12 MathIR-32000
1 79.08 64.71 55.20 47.88 41.74 36.89
2 83.90 69.39 59.63 51.99 45.53 40.34
3 85.78 71.11 61.22 53.53 47.01 41.67
4 87.01 72.27 62.15 54.43 47.94 42.61

NTCIR-12 MathIR-3200
1 88.34 75.03 65.13 57.13 50.63 44.97
2 91.38 77.94 68.03 59.91 53.16 47.53
3 93.31 79.19 69.47 61.19 54.50 48.81
4 94.16 80.06 70.25 61.88 55.16 49.34

Wikidata
1 89.47 80.94 72.21 63.68 56.33 49.73
2 94.42 86.75 78.54 70.01 61.73 55.31
3 96.08 89.54 81.58 73.14 64.72 57.60
4 96.67 90.40 83.39 74.91 66.99 59.39
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是为不同的错误赋予不同的重视程度，而不是像常规的编辑距离那样把所有错
误都一视同仁。比如说，“C” 被误识为 “c” 的可能性远比被误识为 “+” 的可能
性大，因此应当让从 “c”到 “C”的 “距离”短于从 “+”到 “C”的 “距离”。这样，
常见的识别错误对修改后的 “编辑距离” 的相对影响就会较低，于是对排序结果
的影响也会较低。形式地说，可用

d (x, y) =



n ,m = 0

m ,n = 0

min
{

d (x̌, y̌)− log pxm−1 , d (x, y̌)− log pyn−1 ,

d (x̌, y)− log pyn−1
xm−1

} ,m > 0, n > 0

(7-2)
量度从识别结果 x 到公式库中公式 y 的 “距离”，其中 pxm−1 表示 xm−1 被无中
生有地多识出来的概率，pyn−1 表示 yn−1 被漏识的概率，而 pyn−1

xm−1
表示 yn−1 被识

别为 xm−1 的概率。我们的第二个建议是利用多个候选识别结果来扩展查询。假
设对于一条手写数学公式，识别系统给出的前 ℓ 个候选分别为 x0, . . . , xℓ−1，则
可用

d̃ ((x0, . . . , xℓ−1) , y) = min
{
− log qi + d (xi, y) | i = 0, . . . , ℓ− 1

}
(7-3)

给出从该手写数学公式到公式库中公式 y 的 “距离”，其中 qi 表示候选 i 比其它
候选都准确的概率。对于一个数学公式识别系统，上述的概率都是可以通过实验
估计的参数。

假设要搜索的公式库由 CROHME 2016 测试集给出，用户分别通过手写搜
索其中的每条公式，而手写公式的笔迹或图片和 CROHME数据集中的相同，我
们就可以知道用识别结果作为查询时真正的公式出现在结果的第几位。实验结
果如7-5所示，我们看到无论是用哪个手写识别系统，搜索的前一准确率都远比
相应的识别准确率高，对于较弱的 TAP（仅使用了单个模型和形式语法约束）
而言提升尤其明显。同时，可以看出利用多个识别结果扩展查询和使用错误感
知排序指标都有且提高搜索的准确性，而且两项技术有互补性，其中各参数在
CROHME 2014 测试集上估计。通过使用这两项技术，当用准确率仅约 46% 的
手写数学公式识别系统的识别结果作为查询时，前五搜索结果找回了约 98% 的
数学公式，这对于数学公式检索的目的而言可能已经足够。

虽然我们只对精确搜索进行了实验，但查询语言可以推广为可带 glob 风格
通配符的 LATEX 代码。由于 glob 模式语言已经被广泛用于描述文件路径集，这
种查询语言容易学习。同时，通配符在计算上带来的额外开销很小。支持一种可
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表 7-5 CROHME 2016 测试集上前 k 个搜索结果的准确率

系统 错误感知 识别候选 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

联机识别系统
MyScript × 1 94.51 97.21 98.17 98.52 98.95
MyScript ✓ 1 96.25 98.34 98.87 99.22 99.48
TAP × 1 85.79 91.02 92.33 93.03 93.64
TAP × 2 88.40 92.85 94.16 94.51 95.03
TAP × 5 90.32 93.90 95.64 96.43 96.51
TAP ✓ 1 89.28 94.33 95.55 96.34 96.60
TAP ✓ 5 93.03 96.16 96.95 97.56 97.65

脱机识别系统
MyScript × 1 92.85 96.16 97.30 97.56 98.08
MyScript ✓ 1 95.03 97.38 97.99 98.43 98.69
TAP × 1 87.53 92.41 93.46 94.33 94.86
TAP × 2 90.76 94.07 94.94 95.64 95.99
TAP × 5 93.11 96.16 97.12 97.47 97.82
TAP ✓ 1 91.54 95.20 96.43 97.30 97.65
TAP ✓ 5 94.59 97.38 97.99 98.78 98.78
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以匹配任意子序列的通配符是容易的，只要把 d 的递推公式改为

d (x, y) =



m ,n = 0

d (x, y̌)− log pyn−1 ,m = 0, n > 0, yn−1非通配符

d (x, y̌) ,m = 0, n > 0, yn−1为通配符

min { d (x̌, y̌)− log pxm−1 ,

d (x, y̌)− log pyn−1 ,

d (x̌, y)− log pyn−1
xm−1

} ,m > 0, n > 0, yn−1非通配符

min {d (x̌, y) , d (x, y̌)} ,m > 0, n > 0, yn−1为通配符

。 (7-4)

动态规划算法仍然只需用 Θ(mn) 时间和 Θ(min{m,n}) 辅助空间即可算出使一
个长度为 m 的（不含通配符）序列匹配一个长度为 n 的（可含通配符）序列所
需的编辑次数。需要时，也可以记录各通配分别符捕获的子序列，以备向用户呈
现结果时用。类似地，可以加入可匹配单个任意元素的通配符，也可以加入可匹
配若干个给定元素之一的通配符。
一般地，对于任何一个序列和任何一个上下文无关语法，可以考虑该序列

与上下文无关语言中序列间编辑距离的最小值 [2]。用于解析上下文无关语法的
动态规划算法稍作修改后即可在 O(n3) 时间内完成计算，其中 n 为序列的长度，
常数因子与语法有关。修改后算法对每一个子序列和每一个非终结符，计算使该
序列能由该非终结符导出所需的最少编辑次数。通过按子序列长度递增的顺序
计算，最终可以得到把整个序列化为开始符号能导出的序列所需的最少编辑次
数。
然而，泵引理表明即使上下文无关语言也无法表达合一的概念，例如 {w2w|w ∈

{0, 1}∗}不是上下文无关语言 [1]。在应用中，一种近似地实现合一的方法是计算
应当合一的子公式间的编辑距离再加到排序指标中。

7.4 本章小结

虽然手写数学公式识别的结果不一定完全正确，但通常都和正确的结果有
很多共通点。一方面，这意味着借助一个良好的公式编辑器，用户只需一次或数
次操作即可迅速地修正大部分错误。向用户提供多候选和直观的编辑操作可以
加快人手修正的过程。另一方面，这意味着利用基于最短距离译码原则的方法，
在多选一以至数学公式检索的应用场景中可能可自动地纠正大部分错误。通过
选取识别错误感知的 “编辑距离” 和利用候选识别结果来扩展查询，可以减低识
别错误对数学公式检索结果的影响，这方法可以推广到带通配符查询。
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第八章 结语

8.1 成果总结

手写数学公式识别是一个困难的实际问题，它又分为联机识别和脱机识别
两个相关的子问题。联机手写数学公式识别技术相对成熟，这不仅体现在研究和
产品化远比脱机情形开展得早，而且体现在目前的联机识别系统一般较准确和
较节约资源。为了使得基于常规联机识别系统构建脱机识别系统成为可行，本文
提出了一个针对脱机手写数学公式的笔划提取算法。实验表明，基于笔划提取的
脱机手写数学公式识别方案确实能把联机识别的优点带到脱机识别。

首先，本文验证了这个方案可以达到较高的准确度，即使所基于的联机识别
系统并不是专门为提取出的笔划而设计的。通过与现成的商用联机识别系统相
结合，本文方法在 CROHME 数据集上取得了良好的准确率。通过用提取出的
笔划重新训练联机识别系统，得到了准确性与之相若的脱机识别系统；通过用混
合数据重新训练联机识别系统，得到了同时在联机和脱机数据上表现良好的模
型。在理论上，这意味着脱机识别本质上可能并不比联机识别难很多，而且主要
难在背景噪声的存在而非动态信息的缺失。在实践中，这意味着分别开发联机识
别系统和脱机识别系统可能不再是必要的，集中精力发展联机识别而通过笔划
提取让脱机识别自动跟上可能是更经济的。

其次，本文验证了这个方案特别适用于资源受限设备上的实时应用场景。因
为联机识别一般而言比脱机识别快且省内存，高效的笔划提取提供了一个在手
机、平板电脑和嵌入式系统上实现本地识别的可行方案。这个方案不用像云计算
那样面临那么多网络延迟和信息安全等问题。作为一个副产物，本文提出了一类
具代表性的局部自适应二值化方法的内存高效快速实现。

和其它脱机手写数学公式识别系统一样，本文方法也不能提供绝对的准确
性。本文方法的准确性对于某些应用来说可能是足够的，例如数学公式检索系统
可能可以用这技术来容许用户通过上传图片来输入查询，通过使用识别感知的
排序方法能够进一步降低对识别错误的敏感度。对于因为要求输入准确而要求
用户人手修正识别结果的应用，基于笔划提取的方法则有助于让公式编辑器可
视化图片与识别结果间的关系，从而让用户更容易地发现和修正错误。
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8.2 未来展望

纵使本文揭示了把脱机识别归结为联机识别的经典想法在深度学习时代有
重生的潜力，但还是留下了很多可以继续挖掘的空间。通过进一步的工作，可望
做出一系列在真实场景下可用的产品。
首先，手写数学公式定位对脱机手写数学公式识别技术的实用化来说是关

键的。包括本文方法在内的已知脱机手写数学公式识别方法一般都假设每张图
片有且仅有一条数学公式，而没有其它干扰因素。然而，现实中通过拍照或扫
描得到的图片往往附带别的东西如旁边的文字和信纸的背景，因而需要先行把
数学公式分离出来。虽然人们已经在场景文本检测方面进行了广泛的研究 [126]，
但针对数学公式检测的研究还处于非常初步的阶段，而且往往只局限于找出印
刷体数学公式的外接方框。同时，虽然图像预处理方面有很多用于去除噪声的滤
镜如各种二值化方法，但其中一些并不适用于存在大小相差很大的符号（如小数
点和根号）的数学公式。
其次，基于笔划提取的脱机手写识别方法在数学公式以外的手写对象上的

应用是可以期待的。笔划提取是一个原则上可以应用于任何脱机手写识别问题
的一般方法。既然把它应用于数学公式时能够取得正面的结果，那么把它应用于
化学公式、乐谱、图表或其它手写对象时的效果就是值得审视的。如果基于笔划
提取的脱机手写识别方法在这些手写对象上继续取得成功，将能验证其广泛适
用性。同时，是否需要为不同类型的手写体分别设计不同的笔划提取器是一个有
趣的问题。此外，笔划提取方法对印刷体识别的有效性也是一个可以探讨的问
题。
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